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В середине прошлого столе- 
тия в математике начали возни- 
кать системы, удовлетворяющие 
всем аксиомам кольца, кроме 
ассоциативности. Среди них осо- 
бо важную роль играет алгебра 
так называемых чисел Нэли. Эта 
алгебра не является ассоциа- 
тивной, однако любые ее два 
элемента порождают ассоциа- 
тивную подалгебру. Такие алгеб- 
ры называются альтернатив- 
ными. Теория альтернативных 
колец особенно интенсивно стала 
развиваться после того, как об- 
наружились ее тесные связи с 
теорией квадратичных форм и 
теорией проективных плоскостей. 
Другой важный класс неассо- 
циативных колец — йордановы 
кольца — возник в работах, пос- 
вященных аксиоматизации основ 
квантовой механики. Иордановы 
кольца, как и альтернативные, 
довольно тесно связаны с ассо- 
циативными кольцами, однако 
эта связь уже далеко не так 
тривиальна. 

Предлагаемая вниманию чи- 
тателя монография является 
первой книгой в мировой литера- 
туре, содержащей полное и сис- 
тематическое изложение теории 
альтернативных колец вплоть до 
самых последних ее достижений. 
Книга также содержит изложе- 
ние основ теории ийордановых 
алгебр. 

Книга рассчитана на матема- 
тиков — аспирантов и научных 
работников, а танже на студен- 
тов старших курсов университе- 
тов и пединститутов. Она может 
служить основой для специаль- 
ных курсов и семинаров. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 


До 30-х годов нашего столетия теория колец развива- 
лась в основном как теория ассоциативных колец. Однако 
еще с середины прошлого столетия в математике возникали 
системы, удовлетворяющие всем аксиомам кольца, кроме 
ассоциативности. Такова, например, построенная в 1845 г. 
английским математиком Артуром Кэли алгебра чисел 
Кэли, с помощью которой он переоткрыл найденное 
в 1818 г. Дегеном тождество, представляющее произведе- 
ние двух сумм восьми квадратов снова в виде суммы восьми 
квадратов. Это — восьмимерная алгебра с делением над 
полем вещественных чисел. Она удовлетворяет следующим 
ослабленным тождествам ассоциативности: (аа) b = а (ab), 
(ab) b = а (bb). 

Алгебры с этими двумя тождествами впоследствии 
были названы альтернативными. Такое название объяс- 
няется тем, что во всякой алгебре с двумя указанными 
тождествами ассоциатор (x, у, 2) = (xy) z — < (yz) являет- 
ся альтернативной (кососимметрической) функцией своих 
аргументов. Серьезное внимание математиков теория аль- 
тернативных алгебр привлекла после того, как обнаружи- 
лись ее глубокие связи с теорией проективных плоскостей, 
активно развивающейся в начале века. При этом выясни- 
лось, что альтернативные алгебры «довольно близки» 
к ассоциативным. Существо этой близости проясняет тео- 
рема Артина, утверждающая, что во всякой альтернатив- 
ной алгебре подалгебры, порожденные двумя элементами, 
ассоциативны. 
| Другой важный класс неассоциативных алгебр — 

йордановы алгебры, определяемые тождествами ху = ух, 

(229) х = x? (yx). Они возникли в работах немецкого физи- 
ка Йордана, посвященных аксиоматизации основ кван- 
товой механики. ИЙордановы алгебры связаны с ассоциа- 
тивными алгебрами следующим образом. 
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Пусть A — ассоциативная алгебра над полем характе- 
ристики == 2. Определим на векторном пространстве aJ- 
гебры А новую операцию умножения а © b = t/ (ab + Ба). 
Полученную алгебру обозначим через 4“?. Эта алгебра 
является йордановой. Если подпространство J алгебры А 
замкнуто относительно операции a © b, то оно вместе 
с этой операцией образует подалгебру алгебры А® 
и является, следовательно, Йордановой алгеброй. 

Похожая связь имеется между ассоциативными алгеб- 
рами и алгебрами Ли, которые задаются тождествами 
x? = 0, (xy)z + (zx) у + (92) т = 0. Если в ассоциатив- 
ной алгебре А определить новое умножение формулой 
[а, b] = ab — ba, то полученная алгебра АС) будет 
алгеброй Ли. Для алгебр Ли над полями имеется связь 
и в обратную сторону: по теореме Пуанкаре — Биркго- 
фа — Витта всякая алгебра Ли над произвольным полем 
является подалгеброй алгебры АС) для подходящей acco- 
циативной алгебры А. 

В теории йордановых алгебр ситуация иная: над любым 
полем существуют йордановы алгебры, не являющиеся 
подалгебрами алгебр А © ни для какой ассоциативной 
алгебры А. Если йорданова алгебра J является подалгеб- 
рой алгебры А“), где, А — ассоциативная алгебра, то J 
называется специальной йордановой алгеброй. 

Связь в обратную сторону для йордановых алгебр 
также имеется, хотя она и не так сильна, как в случае 
алгебр Ли. Основной результат в этом направлении при- 
надлежит одному из авторов и состоит в том, что любая 
йорданова алгебра с двумя порождающими специальна. 

Теории альтернативных, лиевых и йордановых алгебр 
тесно переплетены между собой, имеют обширные кон- 
такты с различными областями математики и составляют 
вместе с сильно развитой теорией ассоциативных колец 
основное ядро современной теории колец. Алгебры этих 
трех классов объединяются под общим названием «алгеб- 
ры, близкие к ассоциативным». Этот термин введен в обзор- 
ной статье А. И. Ширшова [279], где была намечена обшир- 
ная программа дальнейших исследований. 

В нашей книге мы, естественно, не смогли охватить 
всю теорию колец. Само название книги свидетельствует 
о том, что теория ассоциативных колец в ней не изла- 
гается. Однако для чтения основного текста от читателя 
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требуется лишь знание таких классических ее разделов, 
как строение артиновых колец или теория радикала Дже- 
кобсона, которые можно прочесть в любой книге по тео- 
рии ассоциативных колец. Кроме того, совершенно не 
затрагиваются в нашей книге алгебры Ли, которым посвя- 
щено несколько книг на русском языке. 

Наиболее подробно мы излагаем теорию альтернатив- 
ных алгебр, с которой читатель ранее мог ознакомиться 
только по журнальной литературе. В изложении теории 
йордановых алгебр имеются некоторые пробелы. Многие 
невключенные результаты содержатся в монографии Дже- 
кобсона [47], с которой мы старались не пересекаться, 
делая акцент на достижения последнего десятилетия. 

Первая глава книги носит в основном справочный 
характер. В ней собраны основные факты о многообразиях 
алгебр и линеаризации тождеств. Читателю рекомендуется 
обращаться к ней по мере надобности. Остальные главы 
тоже не обязательно читать подряд. Мы рекомендуем 
читателю два маршрута: 

«альтернативные алгебры» — 2, 3.1, 3.2, 5—13; 

«йордановы алгебры» — 2—4, 5.1—5.4, 8.1, 8.2, 14, 15 
(указываются только номера глав и параграфов). Послед- 
няя глава, посвященная правоальтернативным алгебрам, 
носит в основном обзорный характер. 

Почти каждый параграф книги снабжен упражнения- 
ми, в которых нередко читателю предлагается доказать 
теорему, имеющую вполне самостоятельное значение. 
В этих случаях даются подробные указания. Упражнения 
в основном тексте нигде не используются. 

Нумерация теорем, лемм и формул в каждой главе 
своя. При ссылках на теоремы (формулы) другой главы 
перед номером теоремы (формулы) пишется номер соот- 
ветствующей главы. 

В конце книги приведен список литературы, который 
не претендует на полноту. Обзоры и монографии отмечены 
в этом списке звездочкой. 

В основе книги лежит материал, излагавшийся в спец- 
курсах А. И. Ширшова, неоднократно читавшихся в МГУ 
и НГУ, а также в спецкурсах остальных авторов, читав- 
шихся в разные годы в НГУ. ` 

Авторы благодарят Ю. А. Медведева и B. Г. Скосыр- 
ского за большую помощь в составлении библиографии. 


ГЛАВА 1 
МНОГООБРАЗИЯ АЛГЕБР 


$ 1. Свободные алгебры 


Пусть Ф — ассоциативное и коммутативное кольцо 
с единицей 1. Множество А называется алгеброй над коль- 
цом Ф, если на A определена структура унитарного Ф-мо- 
дуля и операция умножения, связанная с модульными 
операциями соотношениями 


(a + b)c = ac + bc, a (b + с) = аб + ac, 
а (ab) = (аа) b = a (аЪ), 


а, b, СЕЛА; a €. Алгебры над кольцом Ф будем для 
краткости называть Ф-алгебрами; иногда их называют 
также Ф-операторными кольцами. Кольцо Ф называют 
кольцом скаляров или кольцом операторов. Если Ф — поле, 
то всякая обычная алгебра над полем Ф является, оче- 
видно, Ф-алгеброй. Всякое кольцо является алгеброй над 
кольцом целых чисел Z. Таким образом, понятие алгебры 
над кольцом объединяет понятия кольца и алгебры над 
полем. | 

Пусть А и В — две Ф-алгебры. Гомоморфизмом Ф- 
алгебры А в Ф-алгебру В называется отображение 
ф: А — B, которое является гомоморфизмом Ф-модулей 
этих алгебр, такое, что 


ф (ab) = ф (а) ф (b), а, bA. 


Гомоморфизмам Ф-алгебр соответствуют Ф-допустимые 
идеалы, т. е. идеалы, выдерживающие умножение на эле- 
менты из Ф. 

Зафиксируем произвольное множество X = {zq} и до- 
бавим к нему еще два символа: левую и правую скобки. 
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Получим множество Х* = X U {(,)}. Рассмотрим все- 
возможные конечные последовательности элементов мно- 


жества Х*. Две последовательности аа. ...@ и 
biba ... Dn, Qi, b; Е Х*, считаются равными, если т = п 
и а; = bh; для i = 1, 2,..., т. Определим индуктивно 


множество У [X] таких последовательностей элементов 
множества Х*, которые будем называть неассоциативными 
словами от элементов множества Х. Во-первых, множе- 
crey V [X] принадлежат все элементы множества X; 
во-вторых, если %4, Zo Е X ии, v € V [XIN X, то последо- 
вательности 12125, Lı (и), (V) £a, (и) (v) также принадлежат 
множеству V [X]; никакие другие последовательности 
в У Х| не входят. Например, последовательность 
(т, (х57т3)) х, является неассоциативным словом от эле- 
ментов множества X = {21, Za, L3, 44}, а последователь- 
ность (Lı (7.13) L) таковым не является. Длиной неассо- 
циативного слова V называется число вхождений в него 
элементов множества X; она обозначается. через d (v). 

Предложение 1. Пусть и — неассоциативное 
слово от элементов некоторого множества. Тогда 

1) число левых скобок в нем равно числу правых скобок; 

2) в любой начальной подпоследовательности слова V 
число левых скобок не меньше числа правых скобок. 

Д оказательство проводится очевидной индук- 
цией по длине слова V. 

На множестве У [X] определим бинарную операцию, 
обозначаемую ., следующим правилом. Пусть 21, za € X; 
и, vE VIXIN X. Положим 


21.2. = 2151, zyeu = z (и), 


т. = (в) Tz u.v = (u) wv). 


Предложение 2. Всякое неассоциативное слово 
v, d (v) >22, имеет единственное представление в виде 
произведения двух неассоииативных слов меньшей длины. 

Доказательство. Существование такого пред- 
ставления вытекает непосредственно из определения. 
Допустим, что слово и имеет два различных представления: 
и = и.ш = и’.ш’. Рассмотрим случай, когда слова и, W, 
и’, W все имеют длину больше 1. Тогда 


= (u) (w) = (№) (ш), 
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причем d (u) + d (w) = d (u') + d (w). Если d (u) = 
= d (и’), то, очевидно, и = и’, w = w. Если же d (и) > 
> а(и’), то последовательность и’) есть начальная NOM- 
последовательность слова и, имеющая, ввиду первого 
пункта предложения 1, правых скобок больше, чем 
левых. Но это противоречит второму пункту того же 
предложения. Разбор остальных случаев еще более прост. 
Предложение доказано. 

Рассмотрим теперь свободный унитарный Ф-модуль 
Ф [X] от множества V [X] порождающих и распространим 
операцию умножения, определенную в V [X], на Ф[Х] 
следующим правилом: | 


(2. aiu) (2; Bivi) = 2 В; (Ui: vj), 


где а;, B; E€ ®; u; в, € VIX]. Мы получили Ф-алгебру 
Ф [X], которая называется свободной алгеброй над коль- 
цом Ф от множества Х порождающих. Свободные алгебры 
обладают следующим универсальным свойством. 

Теорема 1. Пусть А — произвольная Ф-алгебра 
и 0 — некоторое отображение X в А. Тогда O единствен- 
ным способом продолжается ðo гомоморфизма алгебры 
Ф [Х] в А. 

Доказательство. Распространим сначала 0 
на V [X]. Допустим, что 0 уже определено на множестве 
всех неассоциативных слов длины меньше N, и пусть длина 
слова ш равна п. В силу предложения 2 ш однозначно 
представляется в виде произведения двух слов меньшей 
длины: W = U-V. Элементы 0 (и) и 0 (v) уже определены, 
поэтому положим 0 (w) = 0 (м).0 (v). Отображение опре- 
делено корректно, так как U и V однозначно определяются 
словом и. Распространим теперь 0 на Ф [X], полагая для 
всех q; Е Фиш € VIX] 


9 92 Qiu) a 2 0:9 (ui). 


Это можно сделать, так как Ф [X] — свободный Ф-модуль. 
Не составляет теперь труда убедиться, что указанное 
отображение 9 есть гомоморфизм Ф [X] в А. Его един- 
ственность очевидна. Теорема доказана. 

Элементы алгебры Ф[Х] называются неассоциатив- 
ными многочленами от элементов множества Х. Неассо- 
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циативный многочлен вида QV, где œ Е Ф, v € V [X], mass- 
вается неассоциативным одночленом. Длина слова V назы- 
вается степенью этого одночлена. Степенью многочлена 
называется максимум степеней одночленов, суммой кото- 
рых этот многочлен является. 


$ 2. Многообразия. Алгебры, свободные в многообразии 


Зафиксируем счетное множество символов X = 
= {11, т, ...}. Пусть f — произвольный элемент из 
Ф [Х]. В его запись входит лишь конечное число элемен- 
тов из X, например, Zi, Zo, ..., Zn; в этом случае будем 
писать f =] (2: Же: Я). 

Пусть А — некоторая Ф-алгебра и а1, Qz, ..., An EÁ. 
В силу теоремы 1 существует единственный гомоморфизм 
0: [X] — А, переводящий x; в а; для i =1,2,..., п, 
а прочие элементы множества Х в нуль. Образ элемента ] 
при гомоморфизме 0 будем обозначать через f (di, Qo, ... 


.., An) и говорить, что элемент f (а, Qə, ..., Qn) полу- 
чен подстановкой элементов Qı, Qə, ..., а, в неассоциа- 
тивный многочлен f (£i, Zo, ..., Ln). 

Неассоциативный многочлен f = f (£i, Za, ..., Ln) Е 
c€ [X]! называется тождеством алгебры А, если 
f (а1, а., ..., а) = 0 для любых а, а. ..., % ЕА. 


Говорят также, что А удовлетворяет тождеству f или что 
в А справедливо тождество f. Совокупность всех тождеств 
данной алгебры есть идеал алгебры Ф [X], который назы- 
вается идеалом тождеств (Т-идеалом) алгебры А и обозна- 
чается T (А). Совокупность всех тождеств, которым удов- 
летворяет каждая алгебра некоторого класса алгебр W, — 
также идеал в © [X]; он называется идеалом тождеств 
(Т-идеалом) класса алгебр WM и обозначается T (W). 
Пусть 7 — подмножество в Ф [X]. Класс W всех Ф-ал- 
гебр, удовлетворяющих каждому тождеству из /, назы- 
вается многообразием Ф-алгебр, определенным множеством 
тождеств Г. Множество тождеств I называется определяю- 
щим для многообразия W. Так, например, все ассоциатив- 
ные Ф-алгебры образуют многообразие с одним ‘опреде- 
ляющим тождеством f = (5115) 13 — Tı (2513). Класс всех 
Ф-алгебр Ли также является многообразием; определяю- 
‘щие тождества этого многообразия таковы: fi = 21, fa = 
= (L£) £a + (L£) zı + (5351) za. Тождества f) = 115. — 
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— 2 (Liza) и fa = 115: — (5115) х. определяют многообра- 
зие альтернативных алгебр. По отдельности, эти тожде- 
ства определяют соответственно многообразия левоаль- 
тернативных и правоальтернативных алгебр. Многообра- 
зие йордановых алгебр определяется тождествами fı = 
= 217, — Laly, fa = (111) Tı — Ti (T11). 

Многообразие, состоящее только из нулевой алгебры, 
называется тривиальным. 

Пусть W — нетривиальное многообразие Ф-алгебр 
и F — алгебра из Wt с множеством порождающих У. 
Алгебра F называется свободной в многообразии We (или 
У\-свободной) с множеством свободных порождающих У, 
если всякое отображение множества У в произвольную 
алгебру А из Y единственным образом продолжается до 
гомоморфизма алгебры F в А. 

Пусть Г — некоторое множество многочленов из Ф [Х]. 
Через Г (А) будем обозначать идеал Ф-алгебры А, порож- 
денный всевозможными элементами вида f (а1, а.,..., An), 
где СГ; а, аз, ..., %ЕА. 

Теорема 2. Пусть W — нетривиальное многооб- 
разие Ф-алгебр с определяющей системой тождеств Г. Тог- 
да для любого множества У ограничение канонического 
гомоморфизма о: Ф [Y] > © [Y] / Г(Ф [У] инъективно 
на множестве У и алгебра D [У‘] = ФГУ] /Г (Ф [У] 


является свободной в многообразии W с множеством ceo- 
бодных порождающих У‘. Любые две свободные алгебры 
в I с равномощными множествами свободных порождаю- 
щих изоморфны. 

Доказательство. Алгебра Фуд [У°] порож- 


дается множеством YO и принадлежит Y, так как удовлет- 
воряет всем тождествам из Г. Покажем, что она свободнь 
в J с множеством свободных порождающих У°. Пуста 
АЕЖ ит: Y0 — A — некоторое отображение Ус в А. 
Тогда отображение бот: Y —— А по теореме 1 продол- 
жается до гомоморфизма n: Ф [У] — А *). Но идеал 
I (Ф [У]) лежит в ядре любого гомоморфизма алгеб- 
ры Ф [У] в алгебру многообразия ЭМ и, в частности, в 
ядре гомоморфизма n. Поэтому существует гомомор- 
физм ф: Ф [Y] /Г(Ф[У)] -> А, делающий коммутативной 


_*) Здесь и далее (P op) (2) = ф(Ф()). 
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диаграмму 


ФФ reir] 
= и 


т.е. такой, что боф = y. Если у СУ, тоф (yf) = ye? = 
= yM = у5% = т (yf) и, значит, ф продолжает отображе- 
ние т. Следовательно, ф — искомый гомоморфизм. Един- 
ственность его очевидна. 

Итак, Фр [Y°] — свободная алгебра в многообразии 


M и Ус — множество ее свободных порождающих. Дока- 
жем, что ограничение о на У инъективно. Пусть у: Æ у», 
но ус = у5. Рассмотрим ненулевую алгебру А из We и ее 
ненулевой элемент а. Существует гомоморфизм t: Ф [У] — 
— А такой, что у? = а, y% = 0. Так как Г (Ф [У]) лежит 
в ядре т, существует гомоморфизм Q: Фуд [Y°] — А 
такой, что т = боф. Но теперь, ввиду того что y? = y9, 
мы имеем а = y? = (y9)? = (у5)® = и; = 0. Полученное 
противоречие доказывает инъективность ограничения O 
на У. 

Мы доказали, что Y° — множество свободных порож- 
дающих алгебры Dg [Y°], равномощное У. С помощью 


стандартной процедуры мы можем теперь построить сво- 
бодную алгебру Фу» [У] с множеством свободных порож- 


дающих У. 

Пусть теперь множества У и У’ равномощны. Дока- 
жем, что алгебры Фу [У] и Фу [У] изоморфны. Pac- 
смотрим биекцию о: У —> У’. По доказанному, суще- 
ствует единственный гомоморфизм т: Фу [У] — Ow [Y], 
продолжающий о. Рассмотрим также биекцию o`: У’ — 
— У и гомоморфизм Tt: Фу [У 1 Фу [Y], продолжаю- 
щий о". Тогда тот’ отображает гомоморфно алгебру 
Dw [У] в себя, а сужение тот’ на У является тождествен- 


ным отображением. Однако, по доказанному, имеется лишь 
один гомоморфизм алгебры D [У] в Dy [У], тождествен- 


ный на У. Этот гомоморфизм — тождественный. Значит, 
Пот’ = id. Аналогично имеем т’от = id. Следовательно, 
т — изоморфизм. 

Теорема доказана. 


$3] ОДНОРОДНЫЕ ТОЖДЕСТВА И МНОГООБРАЗИЯ iš 


Как легко заметить, многообразия ассоциативных, 
альтернативных, правоальтернативных и йордановых 
алгебр нетривиальны (все они содержат, например, алгеб- 
ры с нулевым умножением) и потому обладают свобод- 
ными алгебрами от любого множества свободных порож- 
дающих У, которые мы будем обозначать Ass [У], Alt [У], 
ВА [У] и J [Y] соответственно. 

Следствие. Если Г — система определяющих тож- 
деств многообразия WM, то T (W) = Г(Ф[Х]. 

Доказательство. Идеал T (W) лежит в ядре 
любого гомоморфизма алгебры Ф [X] на алгебру из W 
и, в частности, в ядре канонического гомоморфизма о: 
D [X] -> Фу [X], которое равно Г (Ф [Х]). Ввиду оче- 
видности обратного включения, следствие доказано. 

Замечание 1. При изучении алгебр конкретного 
многообразия ) мы будем часто называть тождеством 
алгебры А из W элемент f E€ P [X], подразумевая под 


этим тот факт, что некоторый прообраз элемента f в Ф [X] 
при каноническом гомоморфизме Ф [X] на D [X] (а, cxe- 


довательно, и все прообразы) является тождеством алгеб- 
ры А. 


$ 3. Однородные тождества и однородные многообразия 


Всякий неассоциативный многочлен fE Ф [Х| един- 
ственным способом может быть разложен в несократимую 
сумму одночленов. Будем говорить, что одночлен QV, где 
a © Ф, vE V [X], имеет тип [n], na, ..., ngl, если neac- 
социативное слово и содержит X; ровно п; раз, причем 
пк Æ0, но п, =0 для jœ k. Например, одночлен 
((115.) Z2) (хх,) имеет тип [2, 2, 0, 1]. Число п; будем назы- 
вать степенью одночлена QV по L;i. Если все одночлены 
многочлена } в несократимой записи имеют одну и ту же 
степень п; по 1;, то многочлен f назовем однородным по Li 
степени п;. Одночлены, имеющие один и тот же тип, назы- 
ваются однотипными. Неассоциативный многочлен (тож- 
дество алгебры) называется однородным, если все его одно- 
члены в несократимой записи однотипны. Иначе говоря, 
многочлен f является однородным, если он однороден. 
по каждой переменной. Так, например, однородным яв- 
ляется многочлен (LLa) Ly H ((11144) La) Ly — LlLl, — 
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— (212,4) (1.51); каждый его одночлен имеет тип [2, 1, 0, 1]. 
Многочлен 215. — (£124) £4 + x] однороден по х, степени 2, 
однако однородным не является. Однородный многочлен 
типа [п1, Na, ..., Np], где все n; <1, называется nonu- 
линейным. 

Так как свободная алгебра Ф [Х] является свободным 
Ф-модулем с множеством V [X] свободных порождающих, 
она обладает разложением в прямую сумму подмодулей 


Dr eml [Х ], состоящих из однородных многочленов TH- 
па [п01,..., Angl: 


Ф [X] =Q o” e.. Np] [X]. 


Степенью неассоциативного многочлена по т; называется 
максимум степеней по £; его одночленов. 

Пусть f € Ф [X] — произвольный неассоциативный MHO- 
гочлен. Сгруппируем однотипные одночлены многочлена f. 
Тогда ] представится в виде суммы однородных многочле- 
нов. Эти однородные многочлены называются однородны- 
ми компонентами многочлена f. 

Теорема 3. Пусть f € © [X] — тождество D-an- 
гебры А степени k; no х;. Положим k = max k;. Допустим, 
что в Ф имеется k + 1 элементов Qi, Qo, ..., @вы таких, 
что для определителя Вандермонда 


2 k 
1 а, и... 01 


1 а а? ... 
1<i<jAk+i > 


2 k 
1 а и... Okt 


равенство d-a = 0 влечет а = 0 для любого a E A. Тогда 
всякая однородная компонента тождества ] является тож- 
деством, алгебры А. 

Доказательство. Сначала мы представим f 


в виде f=fo tfit... + fry» где f; — сумма всех 
одночленов многочлена f, имеющих степень i по L4. Пусть 
f = f (£i, Zao, ... Zn) и Qi, Qo, ..., An — произвольные 


элементы алгебры А. Будем сокращенно обозначать 


fi (di, а2, ..., an) через f; (а). Дляг=1,2,.... ki +1 
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имеем соотношение 
fo (а) + а: 11 (а) + о] (® -... а (а) = 


= f (Qili, аз, .... а) =0, 
откуда следует n Ленг G., A «Мир», 1968, 
стр.376), что d; f; (a)=0, j= 0,4... ‚ ki, где 


2 R 

1 01 О1 са о" 

2 k 

|1 a 0,2 г бо 

d= ° 
2 k 
1 Oki +i Akihi oe Qk +1 

Так как 4, — делитель d, то из df; (а) = O следует, что 
7; (а) = 0. Ввиду произвольности Qj, а», ..., An это 
означает, что fo, fis ..., fry — тождества алгебры А. Про- 


делав ту же операцию с многочленами fj, ] = 0, 1, 2, 
‚ kj, и переменной Z, ит. д., в конце HORNON Докажем 
теорему. 
Условия теоремы заведомо выполнены в каждом из 
следующих случаев: 


1) существуют 01, &5, ..., Яьы Е P такие, что опре- 
делитель Вандермонда d = JI (a; — @;) обратим в Ф; 
=) | 
2) алгебра А — свободный Ф-модуль и сущест- 
вуют элементы Qi, Qa, ..., Qp Е Ф такие, что d= 
= Ц (а, — а) == 0; 
i<j . 


3) Ф — поле, содержащее более k элементов. 

Следствие 1. Пусть f — тождество Ф- “алгебры 
А степени k; no x; и k = шах ki. Гогда в любом из случаев 
1) — 3) всякая однородная компонента f является тожде- 
ством алгебры А. 

Многообразие 3$ назовем однородным, если для всякого 
ТЕТ (YR) все однородные компоненты f также принадле- 
жат T (W). 

Следствие 2. Всякое многообразие алгебр над `бес- 
конечным полем однородно. 

Заметим, что для однородного многообразия M 


T (W) = Ф ый sss ПА] [X] N T (9), 
па, sees NG | 


2 К. А. Жевлаков и др. 
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поэтому разложение алгебры Ф [Х] в прямую сумму под- 
пространств "Y -> "kl [X] индуцирует аналогичное pas- 
ложение и для свободной алгебры Фу [X] многообразия 


M, изоморфной фактор-алгебре Ф [Х]/Т (W): 
D [X] = pie -nal [Х], 
m [n, B ny] M 
где 


Фо" (+) ПА] [X] = 0" e.. Np] xoi e., Np] XIN Г (M). 


Поэтому для элементов свободной алгебры Py [X] мно- 
гообразия W могут быть корректно определены понятия 
однородности, степени, степени по каждой из переменных. 

В дальнейшем нам понадобится следующий критерий 


однородности многообразия. 
Лемма 1. Для однородности многообразия ЭХ neob- 


ходимо и достаточно, чтобы T (WM) как идеал алгебры 
Ф [Х] обладал системой однородных порождающих эле- 


ментов. 
Доказательство. Если W однородно, то сово- 


купность всех однородных компонент элементов T (W) 
содержится в T (3%) и порождает этот идеал даже как 
Ф-модуль. Если же T (ЖЖ) как идеал порождается множе- 
ством однородных многочленов {fa}, то T (W) как Ф-мо- 
дуль порождается однородными элементами вида 


V (tis 9 МА) Tas Ukts) -..) Un); 


где V, и, ..., Um — одночлены из ® [X]. Наличие же 
в T (W) системы однородных порождающих как Ф-модуля 
влечет однородность многообразия W. Лемма доказана. 


$ 4. Частичные линеаризации тождеетв 


Зафиксируем некоторый элемент уЕФ[Х] и опреде- 
лим семейство A (у) = {A} (y)li=1, 2, ...;k=0,1,2,...} 
линейных отображений алгебры D [X] в себя, полагая 

1) А? (у) = id — тождественное отображение; 

2) х,АЁ(у)=0, если К >1, либо К=1, #525; 

3) 1:Д} (у) =у; 

4) (u0) Ми) = У (UAF (9) (vA; (9), 
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где z; Е X, и, V — произвольные одночлены из Ò [X]. Как 
легко видеть, условия 1) — 4) вместе с условием линей- 
ности однозначно определяют действие отображений 


A} (у) на алгебре Ф [X]. 
Лемма 2. Пусть v = v (t, ..., Zn) — полилиней- 
ный одночлен. Тогда для любых |, Ь,.... hh ЕФ[Х] 


и (fis -<e fn) АЕ (у) = > в(НАР(у),.... fn AF” (у). 
В.-|-...-Вп=Е 


Доказательство. Будем обозначать для крат- 


кости AF (у) просто через Af, a v (Ё,..., fn) через v (Л. 
Проведем индукцию по n. При п = 1 все очевидно. Пусть 
теперь п>1, тогда и = и:0., me d) =т—< м, 
d (va) = [< п. По определению оператора A? и по пред- 
положению индукции получаем | 


v (P) Ai = (v1 (P) va (0) № = > Pi (P) 49 Ca (P) № = 


= ( B aA, ..., ВА) x 


r+s=k Ti+... +rm=r 


х ( 2i va (нА, ..., РАН) = 


+... * 
ki km 
= > vi (Ai y eas Tmi ) X 
Е.-+...-ЕЕВп=В 
Е Е 
X V2 (Smh ...) fnAi”) = 


= A v (fiA, ..., А). 
khı+. ..+Rn=k 
Лемма доказана. 
Следствие. Пусть u = u (£t, ..., Zn) — произ- 
вольный одночлен из Ф[Х|] степени т по х;. Тогда при 
Е < т | 


uA; (у) =U Низ... Ни т, 
(K) 


где и, и., ..., и() — всевозможные одночлены, получаю- 
k 
щиеся из и заменой k вхождений x; на y, а npu k>œ>m 
k 
ид; (у) = 0. 
Для доказательства достаточно рассмотреть полилиней- 
ный одночлен и (511, ..., Tik +) аль + тики), для 


2* 
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Kotoporo u(i rany 2a) = 0 (Ei оне 

.. Zn), и воспользоваться леммой 2 и условием 2) 
в определении оператора AŽ (и). 

Приведем примеры: 

[(21522) z1] А! (у) = (2122) y + [(x1y) £2] x4 + (ух) £2] 24, 

[(212>) £1] А: (у) = (лу) £2] y + Цула) £2] y + (У222) £1, 

[(2122) 21] А! (y) = (Y’z2) у, 

[(2152) 1] А! (y) =0. 

Заметим, что символ i в обозначении Л} (y) нужен 
лишь для указания порождающего L;, на котором опера- 


k я 
тор A; (у) действует ненулевым образом. Если элементы 
множества Х не снабжены индексами, мы будем вместо 
индекса писать сам порождающий элемент. Например, 


[(222) t] ДЕ (у) = (ху) Я t+ (уз) z] t. 


Лемма 3. Пусть f = f (t4, ..., £n) — многочлен 
из Ф [X] степени m no zx;. Тогда 


f (£, Des z; +y, e... a) 


| 
iMa 
5 


Доказательство. Ввиду следствия леммы 2 


и линейности оператора AF (y) достаточно рассмотреть 
случай, когда f — одночлен. Проведем индукцию по сте- 
пени f. Если d (f) = 1, то все ясно. Пусть теперь d (f) > 1, 
тогда f = fi’ fo, где а (fi) < а (f), и пусть | имеет степень 
Mı по Zi, fa имеет степень т. по z;. По предположению 


индукции и по определению оператора A? (у) получаем 
ffir reestr Year a) 
A Е EE E CEE T a EE == 


Mo 


=[ > hA WIES hA = 


=D L È At O) AE WI ХАНУ 


Лемма доказана. 
Рассмотрим некоторый неассоциативный многочлен f = 


(ая) € D [X], u nyecr rj E XN {tis oa Pny 
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(R) i nz k 
Многочлены fi (£i, ..., Zn; £j) = fA; (zj) мы будем 
называть частичными линеаризациями многочлена f NO Li 
степени К. Пусть многочлен f имеет степень $ по x;. Ввиду 


следствия леммы 2 многочлен Им (Zis ..., Zn; £j) одДно- 
роден по х; степени k при k < s n равен нулю при k >s. 
Если f — однородный и типа [№,..., ki, 

‚ k,l, то многочлен f$ (21, . . ., Ln} Zna) e являет- 
ся однородным типа Lk, ..., ki — k, ..., kn; kl (при 
k < ki). Заметим здесь же, что для любого y €E @® [X] 
элемент fA} (у) получается подстановкой элемента Y B MHO- 
гочлен f (21, ..., Lai £j) вместо переменной Tj. 

Предложение 3. Еслы многообразие 9%} одно- 
родно, то для любых f E T (W) и для любого у ЕФ[Х] 
ре включение 


А (y) = {fA} (|1=1, 2, ...; k=0, 1, 2, ateri (W). 

Доказательство. Заметим прежде всего, что 
если Í (21, ии: eg Tn) € T (H), TO и f (Ул, e ie sg Уп) = Г (W) 
для любых элементов Yı, ..., Yn E Ф[Х]. Поэтому для 
доказательства включений fA? (у) ЕТ (X) достаточно goka- 
sarb, что Г” (Tis -a Ën ДЕТ ОЖ), те GEN 
N {ts -.., 2}. В силу леммы 3 мы имеем Т 0%) 5 
Jf (2, .-., 2: р... Ba) = ‚РТА (z;), Tae п; — 


степень f по z;. Как было замечено выше, каждый из 
многочленов FAF (z;) однороден по z; степени k. Вви- 
ду однородности % отсюда следует, что TA; (%}) = 
= fP (21,..., 2; 2) ЕТ 0%), откуда и М = 
= fi (11,..., Zn; Y) ЕТ (5%). Предложение доказано. 

Легко видеть, что справедливо и обратное утверждение: 
если fA (у) = Т (W) для любых ДЕ ТОЖ) и УЕ DIXI], 
то многообразие № однородно. Мы сейчас покажем, что 
на самом деле для однородности многообразия W доста- 
точно выполнения гораздо более слабого условия. 

Пусть f — неассоциативный многочлен. Обозначим че- 
рез fA множество всех многочленов из È [X], которые 
можно получить из f с помощью последовательных частич- 
ных линеаризаций: 


JA = {g ED [X] | g = Л (Em) ... АВ (ды. 
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Теорема 4. Пусть многообразие W обладает. такой 
системой Г определяющих тождеств, что fA = T (W) 
для всех f EI. Тогда WM однородно. 

Доказательство. Заметим прежде всего, что 
мы можем считать без ограничения общности, что система 
Г состоит из однородных многочленов. Действительно, 
пусть f = f (21, ..., Tn) E Г, f = fi + fo, где fı однороден 
по 2, степени т, а fa имеет по 5, степень меньше т. Пусть, 
далее, z; — порождающий, не входящий в запись f. Тогда 
мы имеем А! (5, = fiA (z;) но А: (2,) — fı (£j, т, ... 
..., n) EJA и далее fi (5; х., ..., Va) AF (21) = fi (ti 
тн 2) =A EAST, т.е. р, БЕТ. 
Покажем, что ДА U КА = Т (0%). Так как ДЕЛА, то 
ясно, что {А = {Л = T (W). Пусть теперь g ЕР.А. Тогда 


g = JaA ... Ap где А; = А (х.,). Мы имеем g = (f — fı) X 


x A... Ak = fA - . . Ak — ЛА... Ap E T (W). Итак, мы 
можем заменить в системе I многочлен f многочленами fı 
и |». Продолжая этот процесс, мы придем к однородной 
системе /’, удовлетворяющей условию теоремы. Согласно 
лемме 1 однородность многообразия эквивалентна тому, 
что идеал T (WR) обладает системой однородных порож- 
дающих. По следствию теоремы 2 этот идеал порождается 


элементами вида f (21, 25, ..., Zn), где РЕГ; gi, #., ... 
.... Zn Е Ò [X]. Разложим многочлены gj, ..., Zn на од- 
м 
ночлены: g; = > Zip- Тогда по nemme 3 элемент h = 
ыы #) p деазаноя в виде 
h=> fm (811, -- > Bis ++ Eni eee тг) 
те, Рен 21, sees М eee Tns, E fA. 


В силу однородности f все элементы fm являются одно- 
родными; кроме того, по условию они лежат в T (W). 
Но тогда и все элементы 


fm (Zi e o o) Els? e o ©) пл» =) а 


также являются однородными и лежат в T (W). Следова- 

тельно, совокупность этих элементов и есть искомая 

система однородных порождающих для идеала T (3%). 
Теорема доказана, 
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Выясним теперь, при каких условиях частичные линеа- 
ризации некоторого тождества сами являются тождест- 
вами. 

Теорема 5. Пусть f€ ®© [X] — тождество Ф- 
алгебры А, однородное по x; степени k. Допустим, что 
в Ф имеются такие k — 1 элементов Qj, Qo, ..., бь-л» 
что для определителя 


2 k-i 
Œ œi e.o œi | 


0.2 9,2 ... 08-1 


= l ai S = ($ a.) (H e—a) 


QŒk—i 9:2 


в-1 
k-i ° o o h 


-1 


равенство d.a = 0 влечет а = 0 для любого a E A. Тогда 
все частичные линеаризации многочлена } являются тож- 
дествами алгебры А. 

Доказательство. Пусть f = f (51, ..., 2n) и 
аз, а, ..., An, а; — произвольные элементы алгебры А. 


Как и при доказательстве теоремы 3, элементы f$” (а; +3. 


.... а; aj) для краткости обозначим ff™(a). Имеем 
по лемме 3 


0 ==] (а1, e. e3 Qi: а; ау,» litis sees an) = 
k k-i 
=>); P (a) = È 1” (a), 
s=0 s=1 


так как }°”(а) = f (i, ..., Qi-1s а ал, » -= An) = 0 


(в) о — 
И fì (a) -= f (a, о o o9 Ai-i» ау, 1+1, о o o9 an) — 0. Под- 
ставляя в полученное равенство госледовательно элемен- 


аа” (а) + а? (а... ай (a) = 
afi (а) Haifi” (a) +... На R 1) ()=0, 


E (в)... a$- Lg- (9—0 


откуда следует, что d- fè (а) = 0 для 1 < $ <k — 1. Зна- 
чит, fi (а) = 0, что, ввиду произвольности элементов 
а, ..., An, а) Е А, доказывает справедливость в А TOX- 


дества fi? (£i, Za, ..., Zn; zj). Теорема доказана. 
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Следствие. Если многообразие Ф-алгебр I задано 
системой I однородных тождеств степени < k по каждой 
из переменных и в D имеется k — 1 элементов Qi, Qo, ... 

k—i 


P A _ı Таких, что для d = ( Il ©) \ (Il (a; — &;)), любой 
={1 TA 
алгебры А Е ЖиаЕЛ равенство d-a = 0 влечет а = 0, 


то многообразие ЭХ однородно. В частности, всякое много- 
образие, заданное однородными тождествами степени < 2 
по каждой из переменных, однородно. 

Доказательство. Если в Ф найдутся нужные 
элементы Œj, %5, ..., Як-1, ТО в силу теоремы 5 для BCA- 
кого f E€ I мы будем иметь fA = T (X), откуда по тео- 
peme 4 многообразие W однородно. Если все элементы в Í 
имеют степень не выше 2 по каждой из переменных, то мы 
можем взять в качестве ©, единицу Í и применить первую 
часть следствия. 

Многообразия ассоциативных, альтернативных и пра- 
воальтернативных алгебр задаются однородными тожде- 
ствами степени не более 2 и потому являются однородны- 
ми. Определяющие тождества многообразия йордановых 
алгебр также однородны, но одно из них имеет степень 3 
по 21. Это является причиной того, что для некоторых 
колец операторов Ф, например, поля Z, из двух элемен- 
тов, многообразие йордановых алгебр не является одно- 
родным. Однако если в D разрешимо уравнение 2х = 1, 
то ситуация в корне меняется. В самом деле, если поло- 
жить ©, = 1, а в качестве Œo взять решение этого урав- 
нения (обозначим его 1/,), то для а =1.1.,.(1 — Ч.) = 
= (1/,)*» импликация da = 0 = а = 0 верна, так как 
44а = а. По следствию теоремы 5 заключаем, что в этом 
случае многообразие йордановых алгебр однородно. 

Теорема 6. Пусть А — алгебра над кольцом Ф, 
принадлежащая однородному многообразию WM, и В — 
ассоциативно-коммутативная Ф-алгебра. Гогда Ф-алгебра 
C = В Qo A также принадлежит многообразию ЭХ. 

Доказательство. Достаточно показать, что С 
удовлетворяет всем однородным тождествам из 7 (9%). 
Пусть f (51, Zə, ..., Zn) — такое тождество. Тогда для 
любых C4, с.,..., Cn Е С элемент f (Ci, со, ..., Cn) пред- 
ставляется в виде суммы элементов вида g (bi Q а1, ... 

.., 6. © as), a; E Á, b; Е B, где g — однородный много- 
член из Л = T (WM). Если многочлен в лень) 
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имеет тип li, &,..., isl, TO 
8 (b1 Q аа, ...) b; Фа.) = 

— 61:62... DS Q Е (ai, ао, ..., а.) =0. 
Но это значит, что и f (C4, с.,..., Cn) = 0. Теорема noka- 
зана. 


$ 5. Полилинейные тождества. Полная 
линеаризация тождеств 


В этом параграфе мы докажем, что наличие в алгебре Á 
некоторого тождества влечет наличие в алгебре А и неко- 
торого полилинейного тождества. 

Введем следующее обозначение: крышечка ^ над т; 


в сумме д |... Hz; + ... + £n означает, что £i 
входит в сумму с нулевым коэффициентом, т. е. 


n 
tat. На... 2 = È 2—2. 


Например, 2, Fratta tyt fp = Fay Hig 

Пусть f = f (£i, £o, ..., Zn) — некоторый неассоциа- 
тивный многочлен из [X] и у, у.,... YY EXN 
N {51, Zao, ..., 2}. Для каждого i = 1, 2, ..., п опре- 
делим неассоциативный многочлен fL} формулой 


k 
f Li (жа, ...3 i-is Y1, У2, s. 3 Yk, 21-1, о Иа == 
= f (z4, гоу ti Y F Ya + ces TF Uk Tih TTE. = 


k 
= È (tniii Yat eH Yat -e H Yn Titis ern) 
+O È Иж ooe tia yat Ру, 


1< <q Sk 


+- а Ну», Liti ++.) En) — 
k 
e | 
—...- (—1) l2 (ал, EEE E E E ETE NT 
Очевидно следующее 


Предложение 4. Пусть P — подполугруппа 
и Q — подгруппа аддитивной группы Ф-алгебры A. Тогда 
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если для неассоциативного многочлена f = f (£i, Za... 


.. Ln) и любых элементов Aj, Qa, .. ., An ЕР имеем 

f (di, а.,... а) EQ, то и для любых а, ..., а; 1, 
h 

bi, bo, ..., Ok, а, -> o An E P будем иметь fL; (а, ... 

.., @; 1, bis 65, .-., Oks ан, ... An) EQ. В частно- 


сти, если f E€ T (А), то u fL ET (A). 

Таким образом, оператор L? преобразует тождества 
алгебры А снова в тождества алгебры А. Чтобы выяснить 
механизм его действия, докажем сначала одну лемму. 

Лемма 4. Пусть с: АХАХ... XA —>A— 
функция от п переменных, заданная на Ф-алгебре А и ли- 


нейная по каждому аргументу. Гогда для любых а, Qa, ... 
.., Я Е А, где К >. п, 


в (а +... ав, .... ааа... ак) — 
k 
— à g(u+ ... FH ägt ... Fák, <... @4-- 


E E Зена В 
+o D а... +... На, + 


1 <q <l SR 


E EEEE e аа ооо ЕР 


” | 
+(— 1)! 2 8 (44, аа, ---, аа) = 

В (Oin бе ai)» если k=n, 
= (ii. o sin ESN 

0, если k>œn. 


Доказательство. Пусть k >n. Пользуясь 
линейностью функции 2, вынесем все знаки - из-под знака 
этой функции. Тогда левая часть доказываемого равен- 
ства будет представлять из себя линейную комбинацию 


элементов вида g (ау, lja aj) с целыми коэф- 
фициентами. Вычислим коэффициент при элементе 
g (ау, lj а; ). Если среди индексов ji, jas... jn 
имеется $ различных и при этом $ < А, то коэффициент 
при 8 (а), Aj ..., Qj) равен знакопеременной сумме 
1 — (75) + @,)—... + (—1) ($s), которая равна 
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нулю. Заметим, что $ не превосходит п, а k по предполо- 
жению не меньше п. Поэтому $ > А может быть лишь при 
$ = k = n. В этом случае коэффициент при g CIR Aja ... 
..., Qj), очевидно, равен единице. Это доказывает нашу 


формулу, а следовательно, и лемму. 
Предложение 5. Для любых f, РЕФ[ГХ} 


на которых оператор L? определен, (f + F’) i = IL: + 


+ РА. Если f= f (£i, Za, >- . Zm) — одночлен степени 
n no g; u g= пои Ya a er ее 
.... Zm) — Одночлен, линейный по Ш, Yas... Ш, Е 
EXN {51, -oy бир такой, что (5, Za -< = m) = 
m g (21, e» e i-is Zi, Zi » e. Tis 4141, e e 09 Tn) mo 
k 

f Li (£1, e o e3 Lici) 249 с. e3 ko Titis »»°3 n= 

` 1 

2 g (11, e e e3 Licin 241, +) Zins Titis sray и 

(1... т)Е8т 


= ecau k=n, 
0, если k>œn. 


Доказательство. Линейность оператора L? 
следует непосредственно из определений. Если f и g — 
одночлены, указанные в условиях предложения, то одно- 
член g мы можем рассмотреть как функцию от п перемен- 
ных Yi, Y2, ..., Yn, зафиксировав Tı, ..., Tizi Ха, ... 


.. £m. Применяя лемму 4, получаем формулу для fL}. 
Предложение доказано. 
Проиллюстрируем это предложение примерами: 
[21 (т521)] Li = (Y1Y2) (£2Y3) + (Y2Y1) (£2Y3) + (УлУз) (L2Y2) + 
+ (Y3Y1) (L2Y2) + (У2Уз) (L2Y1) + (Y3Y2) (T241); 
[(2152) zi] Li = 0, 
[2125] [415 = (Y1Y2) (2125) F (Y2Y1) (2122) + 
+ (Y1Y2) (2221) + (Y2Y1) (2221). 


Пусть f = f (£i, Zo, ..., Zn) — однородный многочлен 
типа [№, kə, ..., knle Тогда полилинейный многочлен 
fL}? ... [п будем называть полной линеаризацией 


многочлена ]. 
Теорема 7. Пусть неассоциативный многочлен, } = 
= f (21, х.,..., Zn) обращается в нуль при подстановке 
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в него любых элементов подгруппы Р аддитивной группы 
алгебры А. Тогда полная линеаризация любой его однород- 
ной компоненты, имеющей максимальную степень, также 
обращается в нуль на P. 
Доказательство. Пусть р=Е-Ь-... 
-+ f, — разложение многочлена f в сумму однород- 
ных компонент, причем степень f} максимальна. Допустим, 
что некоторая переменная Lj не входит в fı, но входит 
в другие однородные компоненты. Тогда многочлен 


A T и к а 0, Е Aa) 


снова обращается в нуль на P, fı — снова его однородная 
компонента максимальной степени, но при этом f уже 
не содержит zj. Далее, если £; входит в fi, но не входит 
в какую-либо однородную компоненту многочлена f', то 
рассмотрим новый многочлен 


а = а 


= Г (21, e o 09 Tj-1, 0, 42741 e o o9 #.). 


Этот многочлен также обращается в нуль на P, но т; вхо- 
дит уже во все однородные компоненты многочлена f” и fi 
является в f” по-прежнему однородной компонентой мак- 
симальной степени. 

Таким образом, перенумеровав, если надо, перемен- 
ные, мы с самого начала можем считать, что однородная 


компонента f} многочлена f имеет тип [#1, ko, ..., knl, 
где А; == 0, 1=1, 2,..., Nn, а остальные однородные 
компоненты (№, например) имеют тип [M], ть, ..., ТН |, 
где т; 5-0, Е=1, 2,..., п, и где для некоторого j 
имеет место строгое неравенство т; < kj. Так как т; < 
< kj, то, ввиду предложения 9, 5 ... [т = Q. 
Следовательно, 


LE Loan D РР РЕ 


Теперь в силу предложения 4 заключаем, что полная 
линеаризация ],[[?... Lkn компоненты fy обращается 
в нуль на Р. Теорема доказана. 

Следствие. Если алгебра А удовлетворяет, неко- 
торому тождеству, то она удовлетворяет и некоторому 
полилинейному тождеству. 
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$ 6. Присоединение единицы 


Пусть А — некоторая алгебра над кольцом Ф. Рас- 
смотрим кольцо Ф как модуль над собой. Единица 1 кольца 
Ф является порождающим элементом этого Ф-модуля: 
Ф = Ф.1. Рассмотрим прямую сумму АХ = АФФ.1 
двух Ф-модулей A и Ф:1 и определим на ней умножение 
следующим образом: 


(а - а:1) $ + В.1) = (ab + аб + Ва) + аВ-1, 
где &, ВЕФ, а, b E€ A. Алгебру А* мы будем называть 
алгеброй, полученной формальным присоединением единицы 
к алгебре А. Легко видеть, что 1 — единица алгебры А# 
и А — подалгебра в А+. Многообразие 3} назовем уни- 
тарно замкнутым, если для любой алгебры А из Yt алгебра 
А+ также принадлежит W. 

Алгебру Ф [X]#, полученную присоединением единицы 
к свободной алгебре P [X], мы будем в дальнейшем назы- 
вать свободной алгеброй с единицей. 

Предложение 6. Многообразие Xt, определен- 
ное множеством тождеств [, является унитарно замкну- 
тым тогда и только тогда, когда I (Ф [Х|#*) = T (W). 

Доказательство. Рассмотрим 9\-свободную 
алгебру Фр [Х] и \-свободную алгебру с присоединенной 
единицей Py [Х|#. Как легко видеть, WM является yun- 
тарно замкнутым тогда и только тогда, когда Pl XI# EW. 
Последнее условие эквивалентно тому, что I (Pa [X]*) = 
= (0). Заметим теперь, что алгебра P [Х|!# изоморф- 
на фактор-алгебре Ф 1 Х|/Т (W), поэтому равенство 
I (Pw [Х |) = (0) эквивалентно включению Z (Ф [Х#) = 
= T (W). Предложение доказано. 

Обозначим через AË отображение алгебры © [X] 

в алгебру Ф[ Хх], сопоставляющее многочлену 


f = Í (21, e e èg Tn) 
из Ф [X] элемент 
А: (1) a n (£1,. . e Tns 1) 


из алгебры P [Х |+. Отображение A? линейно и определено 


на всей алгебре Ф [X]. Действие оператора AF аналогично 
«частному  дифференцированию» по переменной Zi- 
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Например, 
[(215.) tı] A} = tita + 2 (1.15) tı, 
[(212.) tı] А1 = 2.2, + 221ta, 
[(215.) A А} == Ta, 
[(222.) xı] А* = 0. 


Если элементы множества Х не снабжены индексами, 
то мы будем заменять индекс # обозначением соответствую- 
щего порождающего. Например, 


[(2?у) z] A} = у. 


Совокупность всех элементов, которые можно полу- 
чить из многочлена } с помощью применения операторов 
AË, мы обозначим через fA’. 

Теорема 8. Пусть многообразие W обладает такой 
системой Г определяющих тождеств, что }А’ = T (W) 
для всех ГЕ Г. Гогда W унитарно замкнуто. 

Доказательство. Ввиду предложения 6 нам 
нужно доказать, что Г (Ф[Х]#) = T (W). Так как 
T (W) — идеал в ® [X]#, то достаточно доказать, что 
Í (21, e e» En) E TW) для любого f = f (271, e e Tn) EI 
и любых g4, .. ., 8n E€ Ф [Х|+. Имеем g; = y; + &,-1, где 
yi Е Ф[ГХ]|, a; Е Ф, i=1, 2,..., п. Теперь B силу 
леммы 3 


Í (81, eeey gn) =f (у +% 1, .. -3 Ynt Zn'1)= 
= Ò Af Or JAT e AR (Yi sses Yn) 


Заре о os ûN 


Так как по условию А... Ain = fA ... АТ (z... 
.› Tn) E T (W), то и f (1, ..., 8) ЕТ (W). Теорема 
доказана. 


Многообразие W назовем сильно однородным, если W 
однородно и fA’ = T (W) для любого f ЕТ (W). 

Предложение 7. ЛМногообразие W~ является 
сильно однородным тогда и только тогда, когда We одно- 
родно и унитарно замкнуто. 

До казательство. Если W сильно однородно, 
то утверждение следует из теоремы 8. Обратно, пусть W 
однородно и унитарно замкнуто. Рассмотрим f = f (21, ... 
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.... Zn) Е T 0%). По предложению 3 имеем fA} (%;) = 


= fP (a... 4; 2) ЕТ (0%), тде хЕ ХМ {,... 
... Zn}. Так как множество тождеств T (W) определяет 
многообразие WM, то по предложению 6 мы получаем fA} = 
= д” (21,..., Zn) 1) ЕТ (0%). Предложение доказано. 
Из теорем 4 и 8 получаем теперь 
Следствие 1. Пусть многообразие WM обладает 
такой системой Г определяющих тождеств, что fA |] 
U 7А’ = T (W) для всех ТЕТ. Тогда M сильно однородно. 
В частности, справедливо 
- Следствие 2. Многообразия ассоциативных, anb- 
тернативных и правоальтернативных алгебр являются 


1 
сильно однородными. Если в Ф есть элемент 5, То и 


многообразие иордановых Ф-алгебр является сильно одно- 
родным. 

Доказательство. Как мы уже видели в $4, 
все эти многообразия однородны. Покажем, что многооб- 
pasme Jord йордановых алгебр сильно однородно. Это 
многообразие определяется тождествами fı = 115. — Tatı 
и fa = (2z) tı — z? (хот). Легко видеть, что f;Af = 0 
во всех случаях, кроме случая, когда i = 2, Ё = [=1. 
В этом случае 


А: = 2 (1155) 2, F TiLa — 22 (Lot) — ат. = 
= 2 (717, — 2511) Ly T 2 (1511) Lı — 24. (тол) = 


= 27 (11, 1.) 21 F 2Л (L21, 21) Е T (Jord). 


Таким образом, А’ U ЬА’ = T (Jord) и многообразие 
Тог4 сильно однородно. Для других многообразий дока- 
зательства аналогичны. Следствие доказано. 

Докажем теперь одно свойство свободных алгебр силь- 
но однородных многообразий. 

Предложение 8. Пусть W — сильно jnana- 
ное многообразие. Тогда для любого f Е Фуд [X] и для Ч 


x Е X каждое из равенств f.x = 0, x-f = 0 влечет f = 
Доказательство. Обозначим через dy (f) сте- 
пень многочлена f по переменной x и через А, — опера- 
тор правого умножения на элемент 2: yR, = y-»z. Ioka- 
KEM индукцией по dy (f), что для любого натурального т 
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равенство {Ах = 0 влечет f = 0. При 4, (f) = 0, вслед- 
ствие сильной однородности многообразия, имеем 0 = 
= (АХ) АГ = f, что дает нам основание для индукции. 
Пусть d, (f) = n >0. Используя вновь сильную одно- 
родность многообразия W и лемму 2, получаем 


= (fR) MES GA) R= f+ a (FA) Ris 
откуда f = fiRx, где dy (fi) < п. Теперь имеем 
0 = 7; = ДА". 


Предположение индукции дает нам fi =O un f= 

В частности, мы доказали, что если }.х = 0, o} = 
Аналогично доказывается, что равенство д. = 0 влечет 
f= 0. 


Предложение доказано. 

Элемент а алгебры А называется ее правым (левым) 
аннулятором, если А-а = (0) (соответственно а.А = (0)). 

Следствие. B свободной алгебре сильно однород- 
ного многообразия не содержится ненулевых правых и левых 
аннуляторов. 

_ В частности, свободные альтернативные, правоальтер- 
нативные и Йордановы алгебры не содержат ненулевых 
аннуляторов. 

В заключение докажем одно предложение, облегчаю- 
щее иногда доказательство тождеств в сильно однородных 
многообразиях. Утверждение, в нем содержащееся, часто 
называют принципом ЕКёхера. 

Предложение 9. Пусть W — сильно однород- 
ное многообразие и f = f (2i, ..., Zn) — некоторый одно- 
родный неассоциативный многочлен. Предположим, что 
для любой конечнопорожденной как Ф-модуль алгебры А 
из W многочлен f обращается в нуль при подстановке в него 
любых элементов вида 1 + x таких, что идеал, порожден- 
ный элементом х в А, нильпотентен. Тогда f — и 
многообразия W. 

Доказательство. Достаточно установить, что 
1(1,..., Zn) = 0 B Ж-свободной алгебре F = Фуд [х.,... 

.. „|. Пусть степень многочлена f равна т. Рассмот- 
рим фактор-алгебру G = Е/Ё"*1 и в ней элементы Yj, ... 
...) Yn — образы элементов Tı, ..., Zn при канониче- 
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ском гомоморфизме F на G. Присоединив к этой алгебре 


единицу, получим алгебру GĦ E 3}. Элементы Yi, ..., Yn 
порождают в этой алгебре нильпотентные идеалы. Поэтому 
fA -и,.... 1 - и) =0. 


Но тогда в силу однородности в алгебре ЁР+ имеем соотно- 
шение 


SIE и, 
Многочлен f (£i, ..., Zn) является однородной компо- 
нентой многочлена f (1 + 2, ..., 1 + £n) и потому равен 


нулю. Предложение доказано. 

Во всех классических многообразиях элементы ука- 
занного в условиях предложения вида являются обрати- 
мыми, так что тождества в этих многообразиях достаточно 
доказывать только для обратимых элементов. 


3 K. А, Жевлаков и Др. 


ГЛАВА? 
КОМПОЗИЦИОННЫЕ АЛГЕБРЫ 


Одно из важнейших свойств комплексных чисел выра- 
жается тождеством 


Z i 


zz |= 


Если обозначить Z = Qı + а 51, Z = 6, + 651, TO это TOW- 
дество перепишется B виде 


(ai + az) (Ва -- b3) = (abı — azb)? + (aiba + aab)’. 


Допуская некоторую расплывчатость формулировки, его 
можно прочитать так: произведение суммы двух квадратов 
на сумму двух квадратов есть снова сумма двух квадратов. 

Естественно возникает вопрос: существуют ли анало- 
гичные тождества с ббльшим числом квадратов? Вак опи- 
сать все такие тождества? 

Примеры тождеств для суммы 4 квадратов были из- 
вестны еще Эйлеру и Лагранжу. В 1818 г. Деген *) ука- 
зал первый пример тождества для суммы 8 квадратов, 
который, к сожалению, остался тогда незамеченным. 
В 1843 г. Гамильтон заметил, что существование тождества 
для суммы п квадратов эквивалентно существованию 
алгебры с делением определенного вида размерности п 
над полем вещественных чисел. В случае п = 2 такой 
алгеброй является, например, алгебра комплексных чисел. 
Гамильтон построил 4-мерную алгебру с делением, даю- 
щую тождество Эйлера для суммы 4 квадратов. В 1845 г. 
Кэли построил 8-мерную алгебру с делением, дающую 
тождество для суммы © квадратов. Аналогичная алгебра 
независимо была построена в 1844 г. Грейвзом. После 
этого долгое время не удавалось выяснить, существуют ли 


*) Degen С. F., Мет. Acad. Sc. St. Petersbourg, 8 (1818), 
207—219. 
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аналогичные тождества для других значений п. Лишь 
в 1898 г. Гурвиц доказал, что тождества интересующего 
нас типа возможны лишь при п == 1, 2, 4, 

Алгебры, построенные Гамильтоном и ВКэли и извест- 
ные теперь соответственно как алгебра кватернионов 
и алгебра чисел Кэли, оказались весьма интересными 
и с многих других точек зрения. Так, в 1878 г. Фробениус 
доказал, что алгебра кватернионов вместе с полем ком- 
плексных чисел являются единственными конечномерными 
ассоциативными алгебрами с делением размерности боль- 
ше 1 над полем вещественных чисел. Алгебра чисел Кэли 
позднее заняла важное место в теории альтернативных 
и йордановых алгебр. 

В связи с теоремой Гурвица возникает такой более 
общий вопрос: что будет, если вместо суммы квадратов 
рассматривать некоторую невырожденную квадратичную 
форму над произвольным полем? Для каких квадратич- 
ных форм справедлив результат, аналогичный теореме 
Гурвица? Этот вопрос, известный как проблема Гурвица, 
был решен сравнительно недавно в работах Алберта, Кап- 
ланского и Джекобсона. Оказалось, что и в этом случае 
задача сводится к описанию некоторого класса алгебр — 
так называемых «композиционных алгебр». Композицион- 
ные алгебры являются естественным обобщением алгебр 
комплексных чисел, кватернионов и чисел Кэли и играют 
важную роль в теории альтернативных и йЙордановых 
алгебр. Изучению этих алгебр и посвящена данная глава. 


$ 1. Определение и простые свойства 
композиционных алгебр 


Пусть F — произвольное поле, А — векторное mpo- 
странство ненулевой размерности над F. Отображение 
f: А ХА — F называется билинейной формой, если для 
любых x, д’, Y, Y EA, «ЕЁ 

1) f (£ 2, y) = f (z, у) + f(z, y); 

2) f (£, уу) = f (z, у) + f(z, y’); 

3) f (az, y) = f (xz, ay) = «a f (x, y). 

Билинейная форма f называется симметрической, если 
f (x, у) = f (y, x) для любых z, y E€ A. Симметрическая 
билинейная форма f называется невырожденной, если из 
того, что f (а, x) = 0 для всех х СА, следует, что а = 0. 


3k 
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Отображение n: А — F называется квадратичной фор- 
мой, если 

1) п (àx) = Xn (x), где хЕА, AEF; 

2) функция] (x, у) = n (x + У) — n (x) — п (У) являет- 
ся билинейной формой на 

Квадратичная форма п (x) называется строго невырож- 
денной, если невырождена соответствующая ей симметри- 
ческая билинейная форма f (x, у), и невырожденной, если 
из того, что п (а) = f (а, x) = 0 для всех x Е А, следует, 
что а = 0. Всякая строго невырожденная квадратичная 
форма является невырожденной; обратное верно, если 
характеристика поля F отлична от 2. Форма п (x£) назы- 
вается допускающей композицию, если существует такая 
бинарная билинейная операция (композиция) LY в А, что 


n (x) п (y) = n (zy). (1) 


Проблема Гурвица заключается в определении невы- 
рожденных квадратичных форм, допускающих компози- 
цию. Если А = E” — п-мерное евклидово пространство, 
а n (x) = (x, x) — скалярный квадрат вектора Z, то мы 
получаем классическую формулировку проблемы Гурвица. 
Равенство (1), расписанное в ортонормированном базисе, 
в этом случае дает искомое тождество для суммы квад- 
ратов. 

Примером квадратичной формы, допускающей компо- 
зицию и отличной от суммы квадратов, может служить 
следующая форма от двух переменных: 


пап) =. T 172, k, tEF. 


Действительно, легко проверить, что 


п (£i, 2.) -п (Yi, Ya) = п (2 — Му, у. F хуи F KEY). 


Если форма n (x) допускает композицию, то линейное 
пространство А превращается в алгебру относительно 
операций сложения, умножения на скаляр и умножения 
ху; при этом умножение связано с квадратичной формой 
п (x) равенством (1). Обратно, если на некоторой алгебре А 
определена квадратичная форма n (x), связанная с умно- 
жением равенством (4), то форма п (x) допускает компо- 
зицию. Следовательно, проблема Гурвица эквивалентна 
проблеме описания алгебр, на которых определена невы- 
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рожденная квадратичная форма n (x£), удовлетворяю- 
щая (1). 

Как мы увидим далее, если форма п (x) строго невы- 
рождена и допускает композицию, то, как и в теореме 
Гурвица, размерность соответствующей алгебры А может 
быть равна лишь 1, 2, 4, 8. В то же время над всяким несо- 
вершенным полем характеристики 2 существует бесконеч- 
ное число невырожденных квадратичных форм, не являю- 
щихся строго невырожденными и допускающих компози- 
цию; при этом размерность соответствующей алгебры А 
принимает бесконечное число различных значений 
и может быть даже бесконечной. В связи с этим в дальней- 
шем для того, чтобы обезопасить себя от «патологических» 
случаев в характеристике 2 и в то же время не наклады- 
вать ограничений на характеристику, мы будем рассмат- 
ривать лишь строго невырожденные квадратичные формы. 
Невырожденные квадратичные формы, допускающие ком- 
позицию, рассмотрены в упражнениях к § 2 

Алгебра А над полем F с квадратичной формой п (x) 
называется композиционной алгеброй, если 

1) п (zy) = n (т) п (y); 

2) форма n (x) строго невырождена; 

3) в А есть единица 1. 

Предложение 1. Пусть n (x) — строго невы- 
рожденная квадратичная форма на конечномерном век- 
торном пространстве А. Тогда если п (x) допускает 
какую-либо композицию ху на А, то п (x) допускает такую 
композицию х:у, относительно которой А является KOM- 
позиционной алгеброй. 

T оказательство. По предположению алгебра 
А с умножением ху и форма п (x) удовлетворяют усло- 
виям 1) и 2). В силу условия 2) существует такой элемент 
a E€ A, для которого п (а) == 0. Пусть и = а?/п (а). Тогда 
п (и) = 1; следовательно, n (хи) = п (их) = п (x). Отсюда 
следует, что f (хи, yu) = f (их, uy) = f (x, у). В силу уесло- 
вия 2) это означает, что линейные отображения R,: х => 
> ти и L: £ > их невырождены. Ввиду конечномерно- 
сти А отображения R, и Ly обратимы. Определим теперь 
новое умножение в А, положив x-y = (281) (yLūt). Тогда 
и? .х = (uR) (cL) = и (xL) = z. Аналогично х+:и? = 
— т. Следовательно, и? является единицей относительно 
нового умножения. Далее, n (x-y) = n ((хВ8 и) (yLi)) = 
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= п (£R) n (yL) = п (x) п (y). Таким образом, мы 
можем заменить композицию ху на х-у и получить KOM- 
позиционную алгебру. Предложение доказано. 

Итак, для строго невырожденных квадратичных форм, 
определенных на конечномерных пространствах, проблема 
`Гурвица эквивалентна проблеме описания конечномерных 
композиционных алгебр. Мы опишем все композиционные 
алгебры, без каких-либо ограничений на размерность. 

Нам понадобится следующее определение. 

Алгебра R называется альтернативной, если для 
любых x, у из R z?y = z (ту), yx? = (yx) x 

Jemma. 1. Пусть А — композиционная алгебра. 
Гогда А альтернативна и каждый элемент алгебры А 
удовлетворяет квадратному уравнению с коэффициентами 
из F (т. e. алгебра А квадратична над Е). 

Доказательство. Мы будем отождествлять 
поле F с подалгеброй Ё.1 алгебры А. Подставив в (1) 
у + w вместо у, получим n (1) п (y + w) = n (xy + zw). 
Вычитая из этого равенства тождество (1), а также TOW- 
дество, получающееся из (1) заменой у на wW, получим 


п (x) f (y, w) = f (zy, zw). (2) 
Проделав ту же процедуру с z, получим 
f (£, 2) f (Y, w) = f (ху, zw) + f (zw, zy). (3) 
Подставим теперь B (3) z = 1, у = хи: 
f (x, 1) f (xu, w) = f (x -xu, w) + f (xw, xu) *). (4) 


Так как в силу (2) f (xw, хи) = n (x) f (w, и), то (4) можно 
переписать в виде 


f (т-ти, w) + п (x) f (w, и) — f (x, 1) f (xu, w) = 0, 


что, в силу билинейности и симметричности формы f, 
эквивалентно тождеству 


f (х-хи + n (x) и — f (x, 1) zu, w) =0. 


Tax как форма f (x, у) невырождена, отсюда следует в силу 
произвольности W, что 


х-ли + п (x) u — f (x, 1) xu = 0 (5) 


*) Здесь и далее, чтобы избежать нагромождения скобок, будем 
иногда использовать вместо некоторых из них точку. Например, 
ду. 24 = (zy) (zt). 
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для любых z, и из А. Положив теперь в (5) и = 1, 
получим 


x? — f (x, 1) х + n (x) = 0, (6) 
что доказывает вторую половину леммы. Остается goka- 
зать альтернативность алгебры А. 

Умножив (6) справа на и и сравнив с (5), получим 
xu = т (ти). Аналогично доказывается, что UL? = (их) х. 


Следовательно, алгебра А альтернативна. Лемма дока- 
зана. 


Эндоморфизм ф векторного пространства А называется 
инволюцией алгебры А, если ф (ф (a) =a и ọ (ab) = 
= ф (b) ф (а) для любых а, bEA. 


Лемма 2. Отображение a — a =f (1, а) - а 
является инволюцией алгебры А, оставляющей неподвиж- 


ными элементы поля F; при этом элементы $ (а) =a + a 
и п (а) = аа лежат в F для всех а из А. Кроме того, а 
удовлетворяет равенству 

a? — (а) а + n (а) = 0. 


Доказательство. Будем проверять последо- 
вательно все свойства инволюции: 


а) а [6 =а-- 6. Имеем a-+tb=f(1, а-- 5) — (а-Е 5) = 
=f (1, а) —а--1(41, В —Ь=а--6. 

6) Пусть AEF. Тогда ìa = f (1, àa) — да = 
= À (f (1, a) — a) = ìa. 

B) a = a. Имеем а = f (1, ад — a =f (1, f (1, а) — a) — 
— f (1, a) + a =f (1, 1) f (1, а) — 2f (1, а) + а. Далее, 


как легко видеть, n (1) = 1, поэтому f(1, 1) = n (2) — 
— n (1) — n (1) = 2. Следовательно, а = а. 

г) ар = Ба. Из тождества (6) получаем, подставляя 
вместо х последовательно а + b, a n b n вычитая из nep- 
вого получившегося тождества два других: 


ab + Ба — f (1, а 6 — f (1, bja + f (а, 6) = 0. (7) 
Далее, из (3) получаем при < = y = 1, z=anw=b 


f (1, a) f (1, b) = f (1, ab) + f (a, b) (8) 
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Подставив это в (7), получим 
ab + ba — f (1, а b — f (1, Баз+т(1, a) f (1, b) — 
— f (1, ab) = 0, (9) 
откуда 
(7 (1, а) — а) (f (1, b) — b) = ab — f (1, а) b — 
— f (1, Ба +f (1, а) f (1, b) = f (1, ab) — ba. 

Ms (8) следует, что f (1, ab) = f (4, ba). Следовательно, 
ab = ba, что и требовалось доказать. 

Далее, если AEF, то ^={(1, Л) — A= № (1, 1) — 
— à = à. Наконец, а + a =} (1, аЕЁ и в силу (6) 
аа = f (1, ада — а? = n (а) ЕЁ. Так как t (а) = f (1, а), 
то последнее утверждение леммы следует также из (6). 


Лемма доказана. 
Лемма 3. Пусть А — алгебра над полем Е с едини- 


цей 1 и с инволюцией x > x, причем для всякого x Е А ane- 
менты x -- хи xx принадлежат Е. Тогда если квадратич- 


ная форма n (x) = хх строго невырождена на А, то алгеб- 
ра А либо проста, либо изоморфна прямой сумме ЕФЕ 
с инволюцией (а, b) = (b, а). 

Доказательство. Докажем вначале, что А 
проста, как алгебра с инволюцией. Пусть Z = А — идеал 


алгебры А и I= I. Так как ГП F = 0, то мы имеем 
а Га = 0, аа =0 для любого а Е Г. Далее, для любых 
элементов а Е Г, x€ A мы имеем ах Е Г, откуда по npe- 
дыдущему f(a, 2) = ax + ха = ax + (ал) = 0. Ввиду 
невырожденности формы f, отсюда следует, что Г = (0). 
Пусть теперь Г — произвольный идеал алгебры А, 


Г (0) и T A. Положим I = T + T, тогда Г = Г, 
Т =2 (0), откуда по доказанному выше Ted. Далее, 


положим J = ГП T, тогда J = J, J A и вновь по до- 
казанному выше J = (0). Следовательно, алгебра А есть 


прямая сумма идеалов Ги Т. Остается доказать, что 
идеал Г _одномерен над полем F. Пусть t, sE T, t 0; 


ЛЕНЬ u =s +s; À, p EF. Заметим, что A 0, так 
kak иначе t = ET N T = (0). Далее, имеем T-T + 
+T-T&T f T = (0), откуда às = (t + t) s = ts, mt = 
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= t (s + s) = ts. Следовательно, Às = ut u s = (Atp) Ь 
T. €. одномерность идеала T доказана. 

Итак, если алгебра А не проста, TO она является пря- 
мой суммой двух экземпляров поля F. Лемма доказана. 

Мы видим, что задача описания композиционных 
алгебр естественным образом приводит нас к изучению 
простых альтернативных алгебр. В $ 3 мы покажем, что 
в свою очередь, за исключением некоторых алгебр харак- 
теристики 2, каждая простая квадратичная альтернатив- 
ная алгебра является композиционной алгеброй. Оконча- 
тельное описание простых альтернативных неассоциатив- 
ных алгебр будет получено нами в главе 7. 


$ 2. Процеее Кэли — Дикеона. Обобщенная теорема 
Гурвица 


Пусть А — алгебра над полем F с единицей 1 и с инво- 
люцией a> a, причем а + a, aa E F для любого аЕА. 
С помощью так называемого процесса Кэли — Диксона мы 
построим новую алгебру с инволюцией, содержащую А 
в качестве подалгебры. При этом если размерность алгеб- 
ры А равна т, то размерность новой алгебры будет рав- 
на 2т. 

Зафиксируем 0 a €F и обозначим через (А, æ) 
совокупность всех упорядоченных пар (а, а.), а; EA, 
с операциями покомпонентного сложения и умножения 
на скаляр и следующим умножением: 


(а1, аз) (аз, а.) = (aia + TA a, + азао). 


Как легко видеть, (А, &) является алгеброй над F. Эле- 
мент (1, 0) является единицей алгебры (А, ©); множество 
А’ = {(а, O) |a €A} есть подалгебра алгебры (А, а), 
изоморфная алгебре А. Пусть v = (0, 1); тогда v? = 
== © (1, 0) и (А, @&) является прямой суммой векторных 
пространств A’ n vA’. Если мы отождествим А’ с A, эле- 
менты алгебры (А, &) представятся в виде £ = а, + Vas, 
где a; Е А однозначно определены элементом Z, и умно- 
жение в (A, &) будет задаваться следующим образом: 


(а + vaa) (аз + са) = (a143 + вала») +- в (a14, + 4342). 
Для произвольного элемента х = Qy + Vag Е (А, &) мы 
положим х = а, — Vag. 
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Лемма 4. Отображение z > x есть иинволюция 
алгебры (А, a); при этом xz + x, xx € F для любого xE 
Е (А, а). Если квадратичная форма п (а) = аа строго 
невырождена на А, то квадратичная форма n (x)= тт 
строго невырождена на (А, а). 

Доказательство. Ясно, что отображение z —> 


> х линейно и что х = х для любого <x Е (А, œ). Пусть 
£ = Q F Vä, у=а. + va, где a; E€ A. Тогда мы имеем 


ух = (аз— ра) (a4 — va) = (азал + &a204) — V (azaz + 4444). 
С другой стороны, 


ху = (аза. + “ага,) — в (аа, F азаз) = ух. 
Следовательно, отображение z => д есть инволюция 
алгебры (А, а). Далее, r+r=a; +a EF и ях=аца — 
— мага. СЁ. 

Пусть теперь квадратичная форма п (а) строго невы- 
рождена на А. Квадратичной форме п (x) = 2х соответ- 
ствует билинейная форма f(z, y) = ху + уд = (ва. + 
+ аза:) — а (а. + a,āo), где £ = а, + а, Y = Q3 + т, 
a; СА. Пусть f (x, у) = 0 для всех уЕ(А, а). Полагая 
у = a, Е А, мы получим а1аз + аза, = 0 для всех a; СА, 
откуда, ввиду строгой невырожденности формы n (а) = аа, 
следует а, = 0. Так как я =Q, то аналогично мы полу- 
чаем а. = 0, откуда х = 0. Значит, квадратичная форма 


п (x) = xx строго невырождена. Лемма доказана. 

Пусть теперь А — композиционная алгебра с квадра- 
тичной формой п (а). По лемме 2 в А существует инволю- 
ция a —> а такая, что n (a) =ааи Ё (а) = а + аЕЁЕ для 
любого аЕА. Значит, мы можем применить к А процесс 
Кэли — Диксона. Найдем условия, при которых полу- 
чающаяся алгебра (А, œ) с квадратичной формой п (x) 
также является композиционной. 

Лемма 5. Ёсли А — композиционная алгебра, то 
алгебра (А, qa) является композиционной тогда и только 
тогда, когда алгебра А ассоциативна. 

Доказательство. Выше показано, что алгебра 
(А, a) обладает единицей. Кроме того, по лемме 4 квадра- 
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тичная форма п (x) = хх строго невырождена на (А, а). 
Значит, алгебра (А, &) является композиционной тогда 
и только тогда, когда форма n (£) допускает композицию. 
Заметим, что если £z = Qy + vaz, то п (x) = n (a) — 
— ап (a). Пусть у = аз -+ Va,, тогда мы имеем 


п (29) —п (1) п (у) = п (а1аз- aaa) — an (ана + 4342) — 
— [п (а!) — ап (а2)] [п (аз) — an (а)] = 
= п (а1аз) + а? (azaz) Haf (a13, аа) — an (вла) — 
— An (азаз) — Qf (ал, аза>) — п (а1) n (аз) + ап (ал) п (a) + 
-+ an (аз) п (аз) — о?п (аз) п (a4). 
Так как n (ab) = n (а) п (b) и п (а) = n (а) для любых 
а, b € Á, то мы получаем 
п (xy) — п (x) п (у) = af (алаз, аа.) == g (аа, agao). 
Ввиду (3) мы имеем 
f (a143, азаз) = f (а1аз-1, азаз) == ==] (а1аз- а», a) t 
+ f (а1аз, a4) f (1, `аз) = f (aaz: (f (1, а) — а), aa) = 


= f (а1аз- ао, а) 
и аналогично 


7 (ily, азаз) = f (а, ал-аза»). 
Следовательно, 
п (ту) — п (x) п (у) = af (алаз-а» — A1’ аза», а). 


Так как © Æ 0 и билинейная форма f невырождена, отсю- 
да следует, что квадратичная форма п (x<) допускает KOM- 
позицию тогда и только тогда, когда алгебра А ассоциа- 
тивна. Лемма доказана. 

Мы можем теперь привести следующие примеры ком- 
позиционных алгебр: 

I. F — поле характеристики Æ 2, n (a) = @а? для всех 
œ С F. Заметим, что в случае характери^тики 2 поле F 
не является композиционной алгеброй. Действительно, 
в этом случае билинейная форма f(x, у) = (х + у)? — 
— z? — у? = 0 mna F, т. e. квадратичная форма n (x) = z? 
не является строго невырожденной. Можно изменить 
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определение композиционной алгебры так, чтобы поле 
характеристики 2 являлось композиционной алгеброй; но 
тогда появится целая дополнительная серия композицион- 
ных алгебр характеристики 2, которые могут быть даже 
бесконечномерными (см. упражнение 6). 

II. К (в) = Е + Fv, где vi = v, + u, 4u +4 0; 
поле F произвольно; инволюция: œ + Ви = (œ + p)— 


— þvi; квадратичная форма: n (a) = аа. Если многочлен 
£? — 1 — U неприводим в F [zx], то алгебра К (u) является 
полем (квадратичное сепарабельное расширение поля F); 
в противном случае К (u) = РФ F. Если характеристика 


1 
поля F не равна 2, то элемент V = в — > удовлетворяет 


равенству V? = @, где œ = (4u + 1)/4 0; в этом случае 
К (u) = (F, a). Обратно, если F — поле характеристики 


Æ 2, то алгебра (F, ©) есть алгебра типа ТТ. Действительно, 


1 i 1 
полагая Vy = V + y» мы получим и; = V + {(&— z) при. 


ƏTOM 4 (@—+) + 1 = 4a ==0; кроме того, y + Ви, = 
=y +p (2+5) =v hv +E = +В — в. Заме- 


тим здесь же, что если F — поле характеристики 2, то 
условие 4u + 1 -0 выполняется автоматически. 

ПТ. О (в, В) = (К (u), В), В =2=0,— алгебра обобщен- 
ных кватернионов. Как легко видеть, алгебра О (u, В) 
ассоциативна, но не коммутативна. 

ГУ. С (u, В, y) == (Q (u, В), у), Y == 0,— алгебра Кэли — 
Диксона. Легко проверить (см. упражнение 2), что алгебра 
Кэли — Диксона C(u, В, y) неассоциативна, поэтому 
в силу леммы 9 наш индуктивный процесс построения KOM- 
позиционных алгебр дальше продолжить нельзя. 

Докажем теперь, что указанными примерами исчерпы- 
ваются все композиционные алгебры. 

Пусть А — композиционная алгебра, п (x) — соответ- 
ствующая квадратичная форма, определенная на А. 


По лемме 2 в алгебре А есть инволюция A> а такая, что 
п (а) = аа па т аЕЁЕ для любого a €A. Кроме того, 
a =a для любого & E€ F. Пусть f(x, у) — билинейная 
форма, ассоциированная © квадратичной формой п (x), 
тогда f(x, у) = zy + ух. Если В — некоторое подпро- 
странство пространства А, то через В+ мы будем обозна- 
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чать ортогональное дополнение подпространства В отно- 
сительно формы f (x, у): B4 = {а € A |f (а, В) = 0}. 
Нам понадобится следующая 
Лемма 6. Пусть B — подалгебра композиционной 
алгебры А, содержащая единицу 1 алгебры А. Тогда 
B1B + БВ+ = BL, и для любых а, b € B, vE Bt верны 
соотношения 


v= — в, av = ва, (10) 
а (56) =v (ab), (5) а=ь (ab), (14) 
(va) (vb) = — п (v) ba. (12) 


Доказательство. Из pasemcrge f(v, 1) =0, 
f (а, vV) = 0 мы получаем и + v = 0, av + va = 0, откуда 
следует (10). Далее, в силу (3) имеем 
f (a, vb) = f (a-1, vb) = — f (ab, v) + f (a, v) f (1, b) =0 
и аналогично 


J (a; 50) = 0. 


Ввиду произвольности элементов а, b EB, vE BL это 
означает, что BB- + B4B = BL. Далее, по nemme 1 
в алгебре А выполнено тождество х (ху) = 24?у. Отсюда 
легко следует, что в А верно и соотношение 


x (ту) = (ал) y = n (у = (13) 
Линеаризуя это соотношение по x (см. гл. 1), получаем 
х (zy) + z (zy) = f (£, z) у. (14) 


Полагая здесь х = а, у = b, Z = V, мы получим 
а (vb) = —v (ab), 


откуда следует первое из равенств (11). Подействовав 
на обе части этого равенства инволюцией, получим второе 


из равенств (14). Наконец, по тождеству (14) и ввиду (2), 
(13), (11) имеем 


(ра) (vb) = — 5 (vab) + f (va, в) b = v (av -b)— f (va, v) b= 
= —v (av -b)—n (v) f (a, 1) b= — (va -b)—n (v) f (a, 1) b = 
=y (v-ba)—n (v) f (a, 1) b =n (v) (ba — f (a, 1) b) = —n (v) ba. 


Лемма доказана. 
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Теперь может быть доказана 


Теорема 1. Пусть А — композиционная алгебра. 
Гогда А изоморфна одной из приведенных выше алгебр 
типов I — ТУ. 


Доказательство. Под словом «подалгебра» мы 
будем понимать подалгебру, содержащую единицу 1. Так 
как а - аЕЁ, всякая такая подалгебра выдерживает 
ИНВОЛЮЦИЮ. 

Пусть В — конечномерная подалгебра алгебры А, 
на которой ограничение формы f (x, у) невырождено. Tor- 
да, как хорошо известно (см., например, Мальцев А. M., 
Основы линейной алгебры, «Наука», 1975, стр. 284), А 
разлагается в прямую сумму подпространств: А = В + 
+ BŁ; при этом ограничение формы f (x, y) на В+ также 
невырождено. Предположим, что В == А. Тогда мы можем 
найти vE В+ такой, что п (v) = — а =20. Из (2) полу- 
чаем f (va, vb) = п (v) f (а, b) = —af (а, b). Ввиду невы- 
рожденности f на В отсюда следует, что отображение 
£ -> их подпространства B на VB взаимно однозначно; сле- 
довательно, В и vB имеют одинаковую размерность. Кро- 
ме того, полученное соотношение показывает, что подпро- 
странство VB невырождено относительно f (x, y). Значит, 
невырождено и подпространство В. = В +vB, являю- 
щееся по лемме Ô ортогональной суммой двух невырож- 
денных подпространств. Соотношения (11), (12) показы- 
вают, что В, = В + vB — подалгебра алгебры А, nony- 
ченная из В с помощью процесса Kann — Диксона: B == 
= (В, а). Так kak v = —v, a + vb = a — bw = a — vb, 
то инволюция, индуцированная в B, инволюцией в А, 
совпадает с инволюцией, получаю щейся в процессе Rə- 
ли — Диксона. Наконец, подалгебра В, невырождена 
относительно f (x, y) и удовлетворяет тем же условиям, 
что и В, поэтому мы можем повторить тот же процесс 
с алгеброй B. 

Вернемся к алгебре А. Рассмотрим отдельно 2 слу- 
чая: 


1. Г — поле характеристики 2. В этом случае nog- 
алгебра F невырождена относительно f (£, у), поэтому мы 
можем положить В = F. Если F == A, тов А содержится 
подалгебра В, типа II. Если B == А, то в А содержится 
подалгебра B, типа ПГ. Если, наконец, В. == А, то А 
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содержит подалгебру B, типа IV. Ha этом процесе должен 
оборваться, так как в противном случае по лемме 5 
в алгебре А содержалась бы подалгебра Б,, не являющая- 
ся композиционной алгеброй, что невозможно. Следова- 
тельно, А = B}. 

2. Е — поле характеристики 2. В этом случае, как мы. 
видели, А Æ F. Покажем, что существует а С AN F, для 
которого $ (а) == 0. Действительно, пусть $ (x) = f (1, x) = 
= 0 для всякого 1 Е ANF. Так как $ (a) = 2а = 0 для 
всякого & E F, то вообще $ (x) = f (1, x) =0 для всех 
x ЕЛ, что противоречит невырожденности формы f. Пусть 
t (а) == 0, аЁ F. Положим $ = alt (а). Тогда t(s) = 1, 
т. е. $ = $ |0, EF. Подалгебра F + Fs, как лег- 
ко видеть, невырождена относительно f(x, У); далее, 
а + Bs = а + В — Ps, так что подалгебра F + Fs есть 
алгебра типа lI. Полагая B = F + Fs, мы вновь nony- 
чим, что алгебра А есть одна из алгебр типа ИП, ПШ или ТУ. 

Теорема доказана. 

Следствие. Строго невырожденная квадратичная 
форма п (x), определенная на векторном пространстве У 
над полем F, тогда и только тогда допускает компози- 
цию, когда dimp V = 1, 2, 4, 8, u в некотором базисе npo- 
странства V форма n(x) имеет соответственно один 
из видов: 


ты (char F = 2); 
2) n (5) = ti + 115 — ил; 
3) п (x£) = tÍ 1115 — ил> — Ваз — Вуз, + Вил; 
4) п (1) = ti + 1112 — иль — Ваз — Вузхь + Buzi — yr? — 
— Ухьть + VULE H PYL, + PYTT — Вуретв» 


где u, В, y СЁ, (4u + 1) By = 0. Если тарактеристика 
поля F не равна 2, то в V можно выбрать такой базис, 
в котором форма п (x) имеет, один из видов: 


) п( 
3) n (2) = 21 — ча — Ваз -+ apr? 
) n(x) = 21 — ax, — Ваз + ава, — yrs -+H ayr -t Byr — 
— оВхз, где æ, В, yEF. aßyÆ0. 
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Упражнения 


1. Пусть А = F + Fs, где 52 =; +a, “ЕР, 4а + 1-20. 
Доказать, что в А существует единственная нетривиальная инво- 
люция, причем относительно этой инволюции А является компози- 
ционной алгеброй (алгеброй К (u) типа II). 

2. Пусть А — алгебра над полем F с единицей 1 и с инволюцией 
а-—>а такой, что а + а, аа ЕЁ для любого a E A. Пусть, далее, 
(А, œ) — алгебра, полученная из А с помощью процесса Кэли — 
Диксона. Доказать, что 

а) алгебра (А, %) ассоциативна тогда и только тогда, когда 
А ассоциативна и коммутативна; 

6) алгебра (А, &) альтернативна тогда и только тогда, когда 
алгебра А ассоциативна. 

3. Доказать, что в алгебре Кэли — Диксона С (u, В, y) над 
полем F характеристики 522 можно выбрать базис е = 1, е, 
е›,..., €7 CO следующей таблицей умножения (е, = 1 — единица 
алгебры С (u, В, y)): 


где @ = EL o, Если &œ& = В = y = —1 и F — поле веще- 


ственных чисел, то мы получим классическую алгебру чисел Кэли, 
решающую проблему Гурвица для суммы 8 квадратов. 

4. Доказать, что над полем вещественных чисел квадратичная 
форма n (x) = z? -+ 18 -+ 13 — 44 не допускает композиции. 
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5. Определить с точностью до эквивалентности все невырож- 
денные квадратичные формы над полем вещественных чисел, допу- 
скающие композицию. (Существует всего 7 таких форм.) 

6. Доказать, что если в определении композиционной алгебры 
заменить требование строгой невырожденности формы п (x) на невы- 
рожденность, то кроме алгебр типов I—IV появятся следующие KOM- 
позиционные алгебры: поле F характеристики 2 и произвольные 
чисто несепарабельные квадратичные расширения поля Ё, размер- 


ность которых либо равна 21, либо бесконечна. 
(Указание. Если f(z, у) = 0, то: отображение zn (zx) 
является кольцевым гомоморфизмом с нулевым ядром.) 


$ 3. Простые квадратичные альтернативные алгебры 


В этом параграфе мы докажем, что, за исключением 
некоторых алгебр характеристики 2, всякая простая 
квадратичная альтернативная алгебра является компози- 
ционной алгеброй. 

Нам понадобится несколько простых результатов об 
альтернативных алгебрах. 

Пусть А — некоторая алгебра над произвольным коль- 
цом операторов Ф и д, у, z € A. Через (x, у, z) = (ту) z — 
— д (yz) мы будем обозначать ассоциатор элементов L, у, Z; 
через [х, yl = ху — ух — коммутатор элементов х, Y 
и через xo у = xy + ух — йорданово произведение элемен- 
тов х, у. В этих обозначениях тождества, определяющие 
многообразие альтернативных алгебр, запишутся в виде 


(х, T, y) = 0, 
(x, Y, y) = 0. 


Первое из этих тождеств называется тождеством левой 
альтернативности, второе — тождеством, правой альтер- 
нативности.. 


Линеаризуя тождества левой и правой альтернатив- 
ности, мы получаем тождества 


(x, 2, y) + (z, x, y) = 0, 
(x, y, 2) a (х, 5, у) = 0, 


из которых следует, что в альтернативной алгебре ассо- 
циатор является кососимметрической функцией своих 
аргументов. В частности, во всякой альтернативной алгеб- 
ре справедливо тождество 


(х, у, 1) =0. 


4 К. А. Жевлаков и др. 
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Алгебры, удовлетворяющие этому тождеству, называются 
эластичными, а само это тождество называется тождеством 
эластичности. Например, всякая коммутативная или анти- 
коммутативная алгебра эластична. Ввиду тождества эла- 
стичности мы можем (и будем) в дальнейшем записывать 
произведение хух в альтернативной алгебре, не указывая 
расстановку скобок. 

Лемма 7. Бо всякой альтернативной алгебре А спра- 
ведливы следующие тождества: 


x (yzy) = (ху) z| y — правое тождество Муфанг, 
(yzy) x = у [z (у1)] — левое тождество Муфанг, 
(ху) (zx) = <x (yz) x — центральное тождество Муфанг. 


Доказательство. Докажем вначале, что в ал- 
гебре Á выполнено тождество 


(а 0: (15) 
В силу тождеств эластичности M левой альтернативности 
имеем 
(ду) x = [x (xy)] х = x (zyx) = z? (уд), 
т.е. (15) доказано. Теперь в силу (15) 
xy? = (xy?) у — (x, у, у) = (zy?) у = Цяу) yl y. 


Ввиду следствия теоремы 1.5 многообразие альтернатив- 
ных алгебр однородно, поэтому по предложению 1.3 
в алгебре Á верно тождество 


0 = {553 — (ау) yl y} Ау (2) = 

x (yzy) + 2 (y? o z) — (zy) у — (zy?) z — (zz) y? = 
= g (yzy) — (ху) zl y — (x, у, z)— (1, z, y?) = 

= 2 (yzy) — (зу) zl y. 


Аналогично доказывается левое тождество Муфанг. Hako- 
нец, 


| 


| 


(ту) (2х) — х (yz) £ = — (ау, в, x) + (<, у zZ) z = 
di (z, TY, x) a (z, £, у) z aii 
= [z (2у)] х — z (zyx) + (2х) y] x — Iz (zy)l z = 0. 


Лемма доказана. 
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Следствие. Bo всякой альтернативной алгебре 
верны тождества 


А Е (16) 
(2; yz, a) = (S, Yz): (16°) 
(2, y, 2) = (£, £94, 2), (17) 
a Uea = kela Vz): (17’) 


Доказательство. Тождества (16) и (16°) экви- 
валентны соответственно правому и левому тождествам 
Муфанг. Действительно, 


(z, zy, £) + (z, x, у) x = —z (zyx) + (ах) yl x, 
(£, yz, z) + x (y, x, 2) = (xyz)  — x ly (zz)l. 
Далее, из (15) мы получаем 


0 = (x°, y, 2) Ax (2) = (хоз, у, 1) + (т, y, z), 
откуда следует (17). Наконец, (17°) вытекает из (17) и (16), 
(16°). Следствие доказано. | 

Тождества (16) — (17) мы в дальнейшем также будем 
называть тождествами Муфанг. 

Теорема 2 (Артин). В альтернативной алгебре 
A любые два элемента порождают ассоциативную под- 
алгебру. 

Доказательство. Достаточно, очевидно, пока- 
зать, что если и; = и; (21, Zo), i = 1,2, 8, — произвольные 
неассоциативные слова от порождающих 421, Zə, TO для 
любых а, b С А справедливо равенство (üi, Üa, из) = 0, где 
п; = и; (а, b). Будем доказывать это утверждение индук- 
цией по числу n = d (u) + d (ua) + d (из), где d (u;i) — 
длина слова и;. Если n = 3, TO все следует из тождеств 
левой и правой альтернативности и эластичности. Пусть 
теперь n >> Зи для любых неассоциативных слов Vy (11, L2), 
Vo (21, Lo), Va (Zi, Z) таких, что d (vı) + d (va) + d (va) < 
< п, имеет место равенство (11, Va, V3) = 0. Тогда no пред- 
положению индукции ассоциатор (üi, из, йз) не зависит 
от способа расстановки скобок в словах Uj, и поэтому 
можно считать, что каждое и; имеет правонормированную 
расстановку скобок, т.е. и; = {...[(249 20) rH] ...} 20, 

l 


где 206 {2 £}, Е; = d (и;). В этом случае какие-то два 
слова среди Uj, Uo, из оканчиваются на одинаковые порож- 
4% 
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дающие. Пусть, например, uy = (Vi) 21, Ua = (Vo) zi. Легко 
видеть, что если ©, либо Və отсутствуют, то по предполо- 
жению индукции и в силу тождеств Муфанг (й1, Üs, из) = 
= 0. Следовательно, можно считать, что а4() >44, 
d (va) > 1. Тогда в силу линеаризованного тождества 
Муфанг имеем 


(и, U2, из) = (ила, 12а, Из) = 


a — (Vitz, vza, a) +a (гл, val, из) + из (vi, за, а) = 


= — (из, v4, а) = —a (Vius, Vo, а) =0. 


Теорема доказана. 

Алгебра Á называется алгеброй с ассоциативными, cme- 
пенями, если каждый элемент алгебры А порождает acco- 
циативную подалгебру. 

Следствие. Бсякая альтернативная алгебра есть 
алгебра с ассоциативными степенями. 

Заметим, что из теоремы Артина следует также, что 
альтернативную алгебру можно определить как алгебру, 
в которой любые два элемента порождают ассоциативную 
подалгебру. 

Напомним, что алгебра А над полем F с единицей 1 
называется квадратичной над F, если каждый элемент L 
из А удовлетворяет равенству вида 


x? — t (x) х + n (x) = 0, t (x), п (x) E€ F (18) 


(при этом мы отождествляем поле F с подалгеброй /№.1 
алгебры А). Элементы t (x) и п (£) мы будем называть соот- 
ветственно следом и нормой элемента х. Заметим, что если 
x & F, то t(x) и п (x) определены однозначно. Положим 
для & СЁ по определению $ (а) = 2a, п (©) = а?; тогда 
след t (x) и норма n (x) определены однозначно для любого 
ЕЛА. 

Теорема 3. Пусть А — квадратичная алгебра над 
полем F, содержащим по крайней мере 3 элемента. Тогда 
след t(x) является линейной функцией, а норма п (x) — 
квадратичной формой на А. Если при этом алгебра А 
альтернативна, то квадратичная форма n (x) удовлетео- 
ряет соотношению (1). 
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Доказательство. Пусть %, В Е К, œ В, “В == 

Æ 0. Имеем из (18) для любых z, y EA 

0 = (ах + Ву)" — t (ax + Ву) (ах + Ву) + п (ах + By)— 

— aĝ I(x + y)? — t (x + у) (ту) + (z + y), 

и, далее, 

0 = [42 (x) — at (ах + Ву) — аВ (x) + “ВЕ (x + у] z + 
+ 18° (у) — Pt (ах + Ву) — apt (y) + apt (x + y)ly + 
+ [—a?n (2) — Bèn (y) + n (az + Ву) + apn (2) + 

+ apn (у) — apn (x + y)l. 

Если теперь 1, х, у линейно независимы над F, то имеем 

a læt (x) — t (ax + Ву) — Pt (2) + В: (x  у)] = 0, 
В [ВЕ (y) — t (ax + Ву) — at (y) + at (x + y)l = 0, 


откуда 


(x — В) Ш (2) + t (у) — t (£ + у] = 0 
t (x + y) = t (x) + t (y). (19) 


Пусть теперь элементы 1, £, у линейно зависимы над F 
и, например, у = ах + В. Прямым вычислением полу- 
чаем из (18) t(y) =at (<) + 2Виё (х + у) =Е((1 Тах-- 
+ В) = (14 + “) t(x) + 2p = t (x) +t (y). Таким обра- 
зом, равенство (19) доказано для всех хи у. 

Далее, имеем для любого À E F 

Aer? — Àt (x) Ах + А?п (x) = 0, 

откуда t (Ax) = Àt (x) ип (Àx) = А?п (x). Тем самым линей- 
ность следа t (x) доказана. Для доказательства того, что 
норма n (x) является квадратичной формой на А, нам 
осталось показать, что функция f(x, у) = n (x + y) — 
— n (x) — n (у) является билинейной формой на А. Из pa- 
венства 


(2 +y} — tzt y) ty) тп (аи =0 
ввиду (19) получаем 
7 (=, y) = t (x) y + t (у) х — тои, (20) 
откуда в силу линейности следа вытекает билинейность 


функции f(x, У). Тем самым первая часть теоремы 3 до- 
казана. 


И 
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Пусть теперь А — альтернативная алгебра. Докажем 
равенство (1). В силу теоремы Артина подалгебра, порож- 
денная элементами L и у, ассоциативна. Умножив равен- 
ство (20) справа на ху, получим 


f (т, у) ху = t (x) уху + t (y) 2у — (zy) — уу. 
В силу (18) имеем 
yzy = у (t (x) x — n (x)) у = t (£) yxy — 
— n (x) t (y) y + n (x) n (y), 
t (y) у = t (y) t (z) zy — t (y) n (2) y. 
Подставив эти два равенства в предыдущее, получим 
(zy)? — (—7 (x, у) + t (y) t (2)) ху + n (x) n (y) = 0, 


откуда следует (1), если xy & F. Пусть теперь ху = & € 
E€ F. Так как n (Àx) = Л?п (x) = п (^) п (x) для любого 
à € F, то нам достаточно рассмотреть случай, koryas @ F, 
yF. Умножив равенство (18) справа на у?, получим 


а? — at (x) y + n (x) у = Q. 
Пусть n (2) = 0. Если в этом случае œ + 0, то имеем 


а = t (x) у, откуда УСК, что не так. Значит, я = 0 и 
п (ху) = 0 = n (1) п (y). Если же п (x) 0, то получаем 


a? at (1) 


п (5) E n (x) ии =0, 


[6 


n(x) 


откуда ввиду того, что у È F, следует n (y) = И 


n (x) п (у) = aœ? = п (xy). Равенство (1) доказано. 

Теорема доказана. 

Теорема 4. Пусть А — простая квадратичная 
альтернативная алгебра над полем F, содержащим 
по крайней мере 3 элемента. Тогда либо А — композицион- 
ная алгебра, либо А — некоторое поле характеристики 2. 

Доказательство. В силу теоремы 3 на алгебре 
А определена квадратичная форма n (x), связанная 
с умножением в алгебре А равенством (1). Пусть f (x, у) — 
билинейная форма, соответствующая квадратичной форме 
п (x). Рассмотрим множество W = {a € A |f (а, А) =0}— 
ядро формы f (x, у), и покажем, что W является идеалом 
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в A. Лено, что W является подпространством векторного 
пространства А. Линеаризуя соотношение (1), как и при 
доказательстве леммы 1, мы получаем, что в алгебре Á 
верно соотношение (3). Пусть а Е W; x, y € A. Тогда из (3) 
получаем 


f (ax, у) = f (ax, у.1) = —f (а, yx) + f (а, у) Л(, 1) = 0, 


т.е. W — правый идеал алгебры А. Аналогично доказы- 
вается, что W — левый идеал в А. Ввиду простоты алгеб- 
ры А либо W = (0), либо W = А. В первом случае форма 
п (x) строго невырождена, и А является композиционной 
алгеброй. Пусть теперь W = A. В этом случае f (x, у) = 0 
на А, так что п (x + y) = n (x) + n (y) для любых z, y € 
€ A. Следовательно, отображение z> n (£) является 
гомоморфизмом кольца А B кольцо F. Ядро этого гомомор- 
физма является, как легко видеть, идеалом алгебры А. 
Так как алгебра А проста и п (1) = 1 = 0, то это ядро 
равно нулю, т. е. кольцо А изоморфно некоторому под- 
кольцу кольца F. Далее, из равенства 0 = f (1, 1) =2 
следует, что в этом случае поле F имеет характеристику 2. 
Ясно также, что кольцо А является подполем поля F. 
Теорема доказана. | 


Упражнения 


1 обобщенная теорема Артина). Пусть А — 
альтернативная алгебра, а, b, c E€ A. Доказать, что если (а, b, с) = 
= 0, то подалгебра, порожденная элементами а, b, с, ассоциативна. 

В упражнениях 2—4 D — конечномерная альтернативная 
алгебра без делителей нуля над полем вещественных чисел В. 

2. Доказать, что D является алгеброй с делением, т.е. для 
любых а, b E€ D, а Æ 0, разрешимы уравнения 


ax = b, уа = 6. 


3. Доказать, что в D есть единица 1. 

А. Доказать, что алгебра D квадратична над В. 

Указание. Каждый элемент алгебры D порождает acco- 
циативную подалгебру, поэтому в D имеет смысл понятие минималь- 
ного многочлена элемента конечномерной алгебры. 

5 обобщенная теорема Фробениуса). Пусть 
D — конечномерная альтернативная алгебра без делителей нуля 
над полем вещественных чисел В. Тогда D изоморфна одной из сле- 
дующих алгебр над В:1) В; 2) поле комплексных чисел К; 3) тело 
кватернионов Q; 4) алгебра чисел Кэли С. 

6. Пусть А — алгебра с единицей 1 над полем F, К — meko- 
торое расширение поля F. Доказать, что если алгебра А к = К Q pA 
квадратична над А, то алгебра А квадратична над F. 
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$ 4. Дальнейшие свойства композиционных алгебр 


В этом параграфе мы докажем некоторые свойства 
композиционных алгебр, необходимые нам в дальнейшем. 
Напомним, что во всякой композиционной алгебре А кро- 
ме квадратичной формы n (x) определены также билиней- 
ная форма f (x, y), связанная с п (x), и линейная форма 
следа t(x) = f (1, £); при этом каждый элемент алгебры А 
удовлетворяет равенству (18). Если В — некоторое под- 
пространство композиционной алгебры А, то через BL 
мы, как и раньше, обозначаем ортогональное дополнение 
подпространства B относительно формы f (x, y). 

Композиционные алгебры, отличные от поля F, можно 
представить в следующем виде: 


K (p) =F + Fv, 
vi =v +M, 4u +10, 
Q (u, В) = (К (u), В=К (u) К (u), 
ЕК (и), и. =В=-0, 
С (р, В, 1) = (@ (в, В), 1) =Фць, В) 30 (u, В), 
vE Q (в, В), =1520. 


Заметим, что так как по (10) о. = kva, и. = W; для 
любых КЁЕК (и), q€EQ (u, В), то алгебры О (u, В) 
и C(u, В, Y) можно представить и в виде 


Q (u, В) =К (u) HE (y) v2, 


С (в, В, у) =Q (u, ВОК, В) vs. 


Отсюда следует, что в алгебрах К (и), О (u, В), С (u, В, y) 
можно выбрать соответственно следующие базисы: 


| {1, м}, {1, Vi, Vo, VWa}, 
{1, Vis, 0, Ugs 0, ViVg, 0503, (6105) V3}; 
2 2 2 . . 
при этом Vi = V, + p, 15 = В, v3 = V; (4u + 1) By = 0; 
Vy = Í — vi, Va = — 415, Ug = — V3; 0; = Vi; при j>œi. 
Если F — поле характеристики zÆ 2, то каждая KOM- 


позиционная алгебра над F, отличная от F, представляется 
в виде F + Fb; кроме того, в любом случае алгебры 
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О (u, В) и С (u, В, y) представляются в виде К (u) + К (u)t, 
а алгебра С (р, В, y) — в виде Q (р, В) + © (в, В)". 

Заметим, наконец, что по лемме 3 алгебры О (u, В) 
и С (в, В, y) всегда являются простыми алгебрами. 

Пусть теперь A — некоторая алгебра. Обозначим через 
N (А) совокупность всех таких элементов N из А, что 
(п, а, b) = (а, п, b) = (a, b, п) = 0 для любых элементов 
а, bE А. Множество N (А) называется ассоциативным 
центром алгебры А. Совокупность всех таких элементов 
z € N (А), что [2, a] = 0 для всех а Е А, называется YEH- 
тром алгебры А и обозначается через Z (А). 

Теорема 5. Пусть А — композиционная алгебра 
над полем Е. Если dimpA > 4, то Z (А) = F; если же 
А = C (u, В, y)— алгебра Кэли — Диксона, то и 
М№ (А) = ЕР. 

Доказательство. Ясно, что РЁ (А) = 
<= N (A). Для доказательства включения Z (А) = F доста- 
точно показать, что если la, x] = 0 для всех х из А, то 
a € F. Как было замечено выше, А = К (u )+ К (и)+. 
Пусть а = k + a', где ЕЕК (u), а' ЕК (и)+1. Мы имеем 
0 = [а, в. | = [а’, vil. Но ввиду (10) ча’ = аи = a' — ав, 
поэтому мы получаем а’ = 2а’0, = 4a'v? = 4а' (v + u) = 
= 2а’ + 4а’ц = (2 + 4u) а’. Так как 4u + 1 Æ 0, отсюда 
следует, что а’ = 0, т.е. а = k E€ K (u). Пусть а = a + 
+ Вы, где œ, ВЕР. Тогда мы имеем 0 = la, val = 
= В [4,05] = В (ViVa — VWa) = В (2510, — ve), откуда В = 
—= О n a € F. Тем самым равенство Z (А) = F доказано. 

Пусть теперь А = С (u, В, у) иа М (A). Мы вновь 
можем записать а = q +a, rae 9ЕО (в, В), ае 
ЕО (в, В)+. По условию и в силу (11) имеем 0 = (а, в, 
Va) = (а, Vi, Va) = (а) Vo — а’ (VWa) = а’ №, vil = 
= a’ (Va — 2V), откуда а’. = 2a’ (ViVa), и вновь по (11) 
а’. = 2(a'va)v, = 4(a'v) vV? = (2 + 4u) а’%.. Так как 
1 + 4u =Æ 0, то получаем a'Va = 0, откуда 0 = (а’5.) Va = 
= a'v? = Ва’, иа =0. Итак, а =q €Q (в, В). Пусть 
теперь b — произвольный элемент из О (u, В). Тогда мы 
имеем 0 = (vz, а, b) = (vza) b — v; (ab), откуда в силу (11) 
получаем 0 = v; la, bl, и, далее, О = v (vs la, bl) = 
= y la, b], т. e. [а, b] = 0. Мы получили, что аё 
€ Z (Q (u, В)), откуда по доказанному а ЕЁ. 

Теорема доказана. 
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Лемма 98. Пусть А — композиционная алгебра. 
Гогда для любых xz, y E€ A таких, что t(x) = t (y) = 0, 
имеют место включения x°, xoy E F. В частности, для 
любых L, Y, Z, г, $, Е А верны включения 


[x, yl’, [x, yl o [z, r], (xz, y, z), (xz, y, z)o И, sl, 
(z; Y; z) (r; s, D) EF. 


Доказательство. В алгебре А справедливо 
тождество (9), которое можно переписать в виде 


xoy = t(x) у Е (у) х — t (x) t (у) + t (zy). (20 


Отсюда вытекает первое утверждение леммы. Для доказа- 
тельства второго утверждения достаточно заметить, что 


t (lz, yl) = t ((z, у, =)) = 0. (22) 
Так kak z + x = t (x) СЁ, то мы имеем 
_ [в, = — [, И, _ 
(т, Y, 2) = (x, y, 2) = (1, у, 2) = — (x, У, 2). 
Теперь 


t (ix, yl) = [2, y1+ Iz, у] = [2, И —[х, У =0, 
t ((£, y, 2)) = (£, у, 2) + (, у, 8) = (т, y, z) — (в у, x)= 
== (х, y, 2) + (2, Y, x)=0, 
T. e. (22) доказано. Тем самым доказана и лемма. 


Следствие. Бо всякой композиционной алгебре 
справедливы тождества 


le ye И = Пл, у|о[4, И, г] =0, 
а Е Ца, р = 
= e ОШ = 0. 
lz, ylelz, г, s; 0 = 0, 
(x, y, о[г, sl, u, В = 
= ((x, y, 2) о(т, s, t), u, v) = 0. 


(a y s l 
((zx, У, 2)", 5, t) Si 


— — 


Лемма 9. Следующие условия для композиционной 
алгебры А эквивалентны: 

а) п (x) = 0 для некоторого х Q из А; 

6) в А есть делители нуля. 
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Доказательство. Если х Æ0 ип (x) = tr = 
= 0, то ясно, что х является делителем нуля. Обратно, 
пусть ху = 0, где z, y EA; x Æ0, y 0. Тогда имеем 
0 = n (xy) = n (1) п (y), откуда либо п (x) = 0, либо 
п (у) = 0. Лемма доказана. 

Если в композиционной алгебре А выполнено одно 
из условий а), 6) леммы 9, то А называется расщепляемой. 

Лемма 10. Композиционная алгебра А тогда u толь- 
ко тогда является расщепляемой, когда А содержит идем- 
потент e = 0, 1. 

Доказательство. Если в Á есть идемпотент 
e 0, 1, то имеем e = e, откуда n (e) = 0 и алгебра А 
расщепляема. Обратно, пусть алгебра А расщепляема. 
Если в А найдется такой элемент z, что п (x) = 0, t (x) = 
= а Æ Q, то элемент ях будет искомым идемпотентом. 
Пусть теперь таких элементов не существует, т. е. для 
всякого x E А равенство n (5) = 0 влечет $ (x) = 0. Так 
как А расщепляема, то существует 0 a СА, для KOTO- 
poro п (а) =0. Для любого ЕЛА имеем п (ах) = 
= n (а) п (x) = 0, откуда по нашему условию и $ (ax) = 0. 
Теперь в силу (8) получаем f(a, <x) = t (a) t (x) — 
— t (ax) = 0. Ввиду невырожденности формы f(z, y) 
отсюда следует, что а = 0. Полученное противоречие 
доказывает лемму. 

Теорема 6. Любые две расщепляемые композицион- 
ные алгебры одинаковой размерности над полем F uso- 
морфны. 

Доказательство. Пусть А — расщепляемая 
композиционная алгебра и В — невырожденная подал- 
гебра алгебры А, содержащая единицу 1 и идемпотент 
e +0, 1. Докажем, что если В = А, то существует V Е 
Е BL такой, что vV? = 1. Как и при доказательстве теоре- 
мы 1, получаем, что существует и € BL, для которого u? = 
= — п (и) = а Æ 0, при этом иВ = BL. Положим теперь 
v = u + а! (1 — a) ие, тогда v Е В+. Кроме того, по цен- 
тральному тождеству Муфанг имеем (ие)? = (ие) (еи) = 
= и (ее) и = 0, откуда 
= (ива 1 — ajue = 

= и? + a™ (1 — a) (и?е + ueu) = 


= a + (a! — 1) (ae + u (ue)) = a + (1 — a) (е +e) = 1. 
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Повторяя теперь рассуждения, проведенные при доказа- 
тельстве теоремы 1, в силу леммы 10 мы получаем, что 
алгебра А изоморфна либо алгебре К (0), либо алгебре 
О (0, 1), либо алгебре С (0, 1, 1). Отсюда следует утверж- 
дение теоремы. 

Следствие. Над алгебраически замкнутым полем 
Е существует всего 4 неизоморфные композиционные 
алгебры. | 

Доказательство. Достаточно показать, что вся- 
кая композиционная алгебра А над полем F размерности 
п > 1 является расщепляемой. Пусть а ЕДА, а ЕЁ, 
и пусть & Е F — корень уравнения x? — t (а) х + n (а) = 
= 0. Тогда мы имеем 


а? — ©? = t (а) а — a), 
откуда 


(а — а) (а + a — t (а)) = 0, 


T. €. в Á есть делители нуля. Следствие доказано. 

Рассмотрим более детально строение расщепляемых 
композиционных алгебр. 

Ясно прежде всего, что К (0) = F @ F; соответствую- 
щий изоморфизм устанавливается отображением 

a + Вы, == (и + В, а). 

При этом инволюции алгебры К (0) соответствует инво- 
люция (œ, р) = (В, œ) в алгебре F Ọ F. 

Далее, рассмотрим алгебру F, матриц порядка 2 x 2 
с элементами из F. Как легко видеть, F, является компо- 
зиционной алгеброй относительно квадратичной формы 
п (x) = det z, при этом, ввиду наличия делителей нуля, 
алгебра F, расщепляема. По теореме 6 всякая четырех- 
мерная расщепляемая композиционная алгебра над К 


изоморфна F. Следовательно, О (0, 1) = F,. Этот изо- 
морфизм можно установить и непосредственно, рассмот- 


рев соответствие 
[а--В y+ò 
| t 
p PUE e Saa] i Е }. 


Как мы уже отмечали, соответствующей квадратичной 
формой в алгебре F, является определитель матрицы; заме- 
тим еще, что линейной формой следа t(x) в алгебре F 
является обычный след матрицы. При этом равенство (18) 
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справедливо в F, в силу теоремы Гамильтона — Rann. 


Наконец, инволюция a> a = (а) —а в алгебре F, 
выглядит следующим образом: 


д 


о к - № 


Перейдем теперь к рассмотрению алгебры ВКэли — 
Диксона С (0, 1, 1). По доказанному выше имеем 
С (0, т, 1) == (Р., 1), т. е. С (0, 1; 1) e F, ii vF, где 
v € РУ, v? = 1. Пусть e41, ео, €21, е›5 — матричные едини- 
цы алгебры Fa. Мы положим 


1) __ (2) __ (3) . 
@5 —@142, Ciz = 0@22, @1> — 0621, 
(1) (2) ви (3) ° 
ĉa — C2, Ca — Ое44, Ca = — 0615, 
тогда элементы 41, E22, е®, eW, k = 1, 2, 3, образуют базис 
алгебры С (0, 1, 
Ве i 
Лемма 11. Элементы е;;, е(*) п. па ыа. 
удовлетворяют соотношениям 
2 . 
а) ен=ен, ецез=0; 


Е _ ssa 
6) enet) = eMe; =e, ejje) = eei; = 0; 


B) (ef) = ef™ o eù = 0 (k0); (24) 
г) ее =en, еФеФ=0 (521); | 
д вое (k mod 3). 


Доказательство. Соотношения a) выпол- 
няются в алгебре F. Справедливость соотношений 6) — д) 
проверяется непосредственно по определению умножения 
в алгебре (Р., 1). Докажем, например, справедливость 
соотношения г). Мы имеем 

(1). (1) Е 
Cij Cji = ĉįjêji = iie 
Далее, из (25) следует, что е;; = ejj, е;; = — е;;, поэтому 
(2) ›(2) __ р E 
eij eji = (Vejj) (вен) = eiil jj = Cii = Cii, 


eij eji = — (Veji) (ие) = —ецел=ецел=ен. 


га 
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С другой стороны, мы имеем 


ее? —6;; (vei) = и (epu) = — и (eijeii) ==) 


epe = + е;; (vei) = = и (ее) = 0, 


2) (3) __ =n S SE 
Cien — ar (vejj) (vei;) ЕЕ е;;е;; 7 ыы е;;@;; — 0. 


Мы доказали, что е(е® = 0 при k< l. Так как t (ef?) = 0, 


то в силу (21) мы имеем ef o e$) = 0 при k l, откуда 


nefe = 0 прий > [. Тем самым г) доказано. Аналогично 
доказываются остальные соотношения. Лемма доказана. 

Восьмимерная алгебра над полем F с базисом е;;, BRA 
i, j = 1, 2; k = 1, 2, 3, и таблицей умножения (24) назы- 
вается матричной алгеброй Кэли — Диксона над F. Мы 
будем обозначать эту алгебру через С (F). Элементы е;;, 
ef) мы будем называть матричными единицами Кэли — 
Диксона. Из доказанного выше следует, что всякая рас- 
щепляемая алгебра Кэли — Диксона над полем F изоморф- 
на матричной алгебре Кэли — Диксона С (F). 

Таким образом, справедлива 

Теорема 7. Бсякая расщепляемая композиционная 
алгебра над полем F изоморфна либо алгебре F Ф F, либо 
алгебре матриц F, либо матричной алгебре Кэли — Дик- 
cona С (Е). 

Матричную алгебру Кэли — Диксона можно рассма- 
тривать не только над полем, но и над произвольным ассо- 
циативно-коммутативным кольцом Ф. Ясно, что алгебра 
С (Ф) также будет альтернативной. 

Название «матричная алгебра» объясняется тем, что 
элементы из С (F) можно следующим образом предета- 


вить матрицами. Пусть а Е С (F), а = але + Qoz + 


3 
+ >» («Фе® -+ а®е®)). Сопоставим элементу а матрицу 
h=1 


K d1? 


2 
‚ где а; = (0%, и, и) Е ЕЗ. (25). 
@21 022 


Тогда сложению и умножению на скаляр элементов 
алгебры С (F) будут соответствовать обычные сложение 
и умножение на скаляр матриц вида (25), a умножению эле- 
ментов алгебры С (F) будет соответствовать следующее 


$4] ДАЛЬНЕЙШИЕ СВОЙСТВА КОМПОЗИЦИОННЫХ АЛГЕБР 63 


умножение матриц вида (25): 


в i fa ia — 
@21 Q22) \654 P22 — 
— Pon P a 0411012 + P2212 — a214 X ы 
В11а24 F 22654 - а12 X 612 боВаз-| (A21, 612) 2 


где для векторов х = (21, Za, 23), У = (Ул, Ya, Уз) E F? через 
(x, y) = жи! + ту. + тзуз обозначено их скалярное про- 
изведение, а через x X y = (55у3 — TzYə, хай — уз, 
21. — 1.у1) — «векторное произведение». Заметим еще, 
что при таком представлении следом элемента а является 
обычный след матрицы: t (a) = 011 + Œo, а соответствую- 
щей квадратичной формой (или нормой) является следую- 
щий аналог определителя для матриц вида (25): п (а) = 
= 01105. — (i2, а51). Кроме того, действие инволюции 
a => а в алгебре С (F) определяется в данном случае равен- 
ством (23). 

Приведем теперь примеры композиционных алгебр без 
делителей нуля. Как мы видели, над алгебраически 
замкнутым полем F не существует таких алгебр, отлич- 
ных от F. Мы сейчас покажем, что любое поле F можно 
расширить до поля Fj, над которым уже существуют KOM- 
позиционные алгебры без делителей нуля. 

Лемма 12. Пусть F — произвольное поле, Fi = 
= F (œ) — простое трансцендентное расширение поля F. 
Гогда композиционная алгебра К (a) над полем F; не содер- 
жит делителей нуля. 

Доказательство. Достаточно доказать, что 
многочлен Z? — х — а неприводим над полем F (œ). Пред- 
положим, что это не так, т. e€. a? — а — а = 0 для неко- 
торого а ЕЁ (a). Тогда а = f-g™, где f, g — многочлены 
от & с коэффициентами из поля F, и мы имеем f? — fg= 
= @g’. Если deg f = т, deg g = п, то мы получаем, что 
max {2т, т + п} = 2n + 1. Однако, как легко видеть, 
это равенство невозможно ни при каких т, n. Полученное 
противоречие доказывает лемму. 

Лемма 13. Пусть А — конечномерная алгебра над 


полем F с единицей 1 и с инволюцией а == а, причем а + a, 
аа E F для любогоа Е А; Е, = Е (a) — простое трансцен- 
дентное расширение поля Е. Тогда если А не имеет делите- 
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лей нуля, то алгебра Ак, = Е, ® кА и алгебра А! = 
= (Ак,, @), полученная из алгебры Ap, с помощью процесса 
Кэли — Диксона, также не содержат ненулевых делите- 
лей нуля. 

Доказательство. Докажем вначале, что в ал- 
гебре Ак, нет делителей нуля. Пусть аб = 0 для некото- 


рых а, БЕ Ак, причем а 0, b 0. Тогда а = > 1; Фа,, 
b == 2; © bj, где t;, s; ЕР (а); a;i 6; ЕА. а f— 
общий знаменатель пробе ti; g — oommä знаменатель дро- 
бей $;; тогда fa = 2 aQ ai, gb = 2 aÍ © bj, где di, 


b; € A; an 0, bm To. Мы имеем (м) (26) = 0, откуда 
anb, = 0 n либо а, = 0, либо bm = 0. Полученное про- 
тиворечие доказывает, что либо а = 0, либо 6 = 0, т. е. 
в алгебре Ар нет делителей нуля. Пусть теперь х = 
= a,+ vb, у = с + vd — ненулевые элементы из (Арк, 9) 
такие, что ху = 0. Тогда 


ас р а 46 =0, 
a (26) 
ad+cb= Q. 


Так как в алгебре Áp, нет делителей нуля, то все эле- 
менты а, b, с, d должны быть ненулевыми. Как и в пре- 
дыдущем случае, существует Takie многочлены J g, h,t 


из кольца F [9%], что fa= 5, ой © a; gb= > ой © bi, 


i=0 
R l 
he = 2 ой Q с,, td = b3 q$ © di, где BCe а;, bi, с;, 4; СА 
8—0 #0 


и An, бт, Ck, @ отличны от нуля. Первое из равенств 
(26) дает нам 


+ ajh ( Xa @ di) (и) =0, 


откуда 
deg g + degt + п + k = deg f + degh + + т- 1. 
(27) 
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Аналогично из второго равенства (26) получаем 
deg g + Чей + п + [= deg f + degt + Е т. (28) 
Вычитая теперь (28) из (27), мы получаем 
_ 2 (deg t — deg №) + 2 (k — D) = 


что невозможно, так как 1 не является четным числом. 
Полученное противоречие доказывает, что алгебра (Ак,, ©) 
не имеет делителей нуля. Лемма доказана. 

Из лемм 12 и 13 вытекает | 

Теорема 8. Пусть F — произвольное поле. Тогда 
для любого п = 2, 4, 8 существует, бесконечное расширение 
Е, поля F и композиционная алгебра А над полем F, pas- 
мерности п, не содержащая ненулевых делителей нуля. 


Упражнения 


1. Доказать, что базисные элементы Vj, Və, V3 алгебры Кэли — 
Диксона удовлетворяют следующим соотношениям: 


(и;0;) вв = (015) Va -H & VaV, 
в; (вк) = (ViVa) из - E VaV, 


k) — произвольная перестановка символов 1, 2, 3; в = 
Если F — поле характеристики 522, то элементы e = 


(i, j 
0, Æi. 


где Js 
1 — Z 
1 — g> е = 4, ез = V3 удовлетворяют соотношениям 


(ejej) ев = —е; (еек) = (—1) 59 (ejes) ез 


для любой перестановки O = (i, j, k) символов 1, 2, 3. 

В упражнениях 2—5 А — альтернативная алгебра с единицей 
1, содержащая систему матричных единиц Кэли — Диксона таких, 
что £11 -+ ео — 

2. Доказать, что А разлагается в прямую сумму подмодулей: 


| А = A1 ФА. ФА: ФА.,, a 
где А;; = {a €A | еда = ае;; = а}; при этом компоненты А;; 
связаны соотношениями 
Aii S Ан, АНА, =0, 
АвА;, + А;А; = Aij, АА, = А, Ап=0, 
А; ;А;; = Ад, а = Ав, 
где i Æj. 
3. Доказать, что при i Æ j 


Ау = АР АО АЗ 


ij ? 


9 K. А. Жевлаков и др. 
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где Аб") = Ане =е Ajy, Е =1, 2, 3; при этом компоненты Afh 
связаны соотношениями 
R) 1 Е : R) (Г) — 
AWA < Ад, APAQ =0;, ВЫ 


H R kR Е-1 k+2 
АА =0, АРАСТО = ANTH,  kmod3. 


4. Доказать, что кольцо Q = A}; ассоциативно и коммутативно. 

Указание. Доказать, что ассоциатор (111, У11, 211) аннули- 
руется элементом е\Ъ, а следовательно, и элементом Не — — = en; 
коммутатор же [zi Yu] аннулируется элементом ( 
и, следовательно, элементом ee = ejz 


Определим на А «координатные функции» nfi); А —> Q, пола- 
гая, что л(") на всех компонентах, кроме А и» равны нулю, а на А pa 
определены следующим образом: 


T11 (411) =@11, Toa (A22) = e12 (A223221), 
TCR) (alk)) = alk)elk) д) (а(®)) = elk)alk) 
12 \ 12 12 21? 21 \ 21 12 21° 


Далее, определим линейное отображение л: А —> C (Q), полагая 
2 3 
по У m 0 et У p O ep EDA gp). 
1—= = 


5. Доказать, что л (ab) = n (a) n (b). 
Указание. Достаточно рассмотреть случаи, когда эле- 
менты а и b лежат в компонентах А. Предварительно доказать 


равенство ezg (422€21) = ep lae h В = 2, 3. 

6 (координатизационная теорема Цорна. 
Пусть А — альтернативная алгебра с единицей 1, содержащая 
систему матричных единиц Кэли — Диксона таких, что ejg F ео = 
= 1. Тогда А есть матричная алгебра Кэли — Диксона над коль- 
HOM Q = А) 1. 

7. Пусть С (Ф) — матричная алгебра Кэли — Диксона над 
ассоциативно-коммутативным кольцом Ф. Тогда всякий односто- 
ронний идеал В алгебры С (Ф) является двусторонним и имеет вид 
С (А), где Л — идеал кольца Ф, Л = В fA Ф-1. 
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ГЛАВА 3 


СПЕЦИАЛЬНЫЕ И ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ 
ИЙОРДАНОВЫ АЛГЕБРЫ 


В этой главе Ф — ассоциативное и коммутативное 
кольцо с единицей 1, в котором разрешимо уравнение 
2х = 1. Решение этого уравнения (оно, как легко видеть, 
единственно) обозначается через !/.. Через F обозначается 
произвольное поле характеристики zÆ 2. 


1. Определение и примеры йордановых алгебр 


Алгебра называется йордановой, если она удовлетво- 
ряет тождествам 


ху = ул, 
(z°y) x = 2? (yz). 


Пусть A — ассоциативная Ф-алгебра. Определим 
на аддитивном Ф-модуле алгебры А новую операцию 
умножения ©, связанную CO старым умножением фор- 
мулой 


aOb = + (ab + ba). 


После замены старого умножения на новое получается 
новая алгебра, которая обозначается через A'Y. Легко 
проверить, что она йорданова. Если /— подмодуль алгеб- 


b 1 
ры А, замкнутый относительно операции а © b = 5 (ab -|- 


+ ba), то J вместе с этой операцией является подалгеброй 
в А‘? и, следовательно, Йордановой алгеброй. Такая 
йорданова алгебра J называется специальной. Подалгебра 
А, алгебры А, порожденная множеством J, называется 
ассоциативной обертывающей алгеброй для J. Неспеци- 
альные йордановы алгебры называются также исключи- 


5* 


68 ЙОРДАНОВЫ АЛГЕБРЫ (Гл. 3 


тельными. Заметим, что для неассоциативной алгебры А 
алгебра А‘ также может быть определена, однако она 
не всегда является йордановой. 

Пусть V — векторное пространство над полем F с за- 
данной на нем симметрической билинейной формой f = 
= f (x, у). Рассмотрим прямую сумму В = Е.1 + V Bek- 
торного пространства V и одномерного векторного про- 
странства ЁР-1 с базисом 1 и зададим на В умножение 
следующим правилом: 


(x-1 + 2) (P-1 + y) =P + f(z, у))-1 + (Pz + ay), 


где æ, B E F, x, y E€ V. Сразу отметим, что элемент 1 яв- 
ляется единицей алгебры P и что, ввиду симметричности 
формы f, умножение в алгебре В коммутативно. Пусть а == 
=æ A Г хЕВ. Тогда а? = (а + f (x, 2)):1 + 2ах = 
= (æ? + f (x, 1))-1 + 2aa — 297.1 = (f (z, z) — @). Е + 
+ 2аа. Теперь тождество (a°b) a = а? (ba) для алгебры В 
есть следствие соотношений (аб) а = а (ba) и (16) а = 
— 1 (Ба), верных в любой коммутативной алгебре. Cre- 
довательно, алгебра В йорданова. Она называется йорда- 
новой алгеброй симметрической билинейной формы f. Эта 
алгебра специальна (см. упражнение 1). 

Пусть теперь U — некоторая (не обязательно ассоциа- 
тивная) алгебра и * — ee инволюция. Множество 
H (U, +) = {u € U |u = и*} симметричных относительно 
* o замкнуто относительно операции 4O D= 


= + 5 (ab + ba) и является подалгеброй алгебры U», Если 


U AREN то 0‘ ñopmamosa и H (0, *) — cne- 
циальная Ийорданова алгебра. 

Пусть D — композиционная алгебра с инволюцией 
4— d n D, — алгебра матриц n-ro порядка над D. Ото- 
бражение S: X —> Х*, где X* — матрица, полученная из 
матрицы Х применением инволюции к каждому ее члену 
и транспонированием, является, как легко видеть, инво- 
люцией алгебры D. Если D ассоциативна, то H (Da, S) — 
специальная йорданова алгебра. Если же D — алгебра 
Кэли — Диксона, то алгебра H (Da, S) будет йордановой 
только при п < 3, причем при п = 3 она будет исключи- 
тельной. Доказательству этих двух утверждений и будет 
посвящена оставшаяся часть параграфа. 
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В дальнейшем для краткости алгебру H (Dn, S) будем 
обозначать через H (Dp). 

Итак, пусть С — алгебра Кэли — Диксона над полем 
F. Рассмотрим алгебру H (C). Через &;; мы будем обозна- 
чать матрицу из C}, у которой на пересечении 1-й строки 
и ]-го столбца стоит 1, а все остальные элементы — нули. 
Элементы &;;, перемножаются по обычным формулам: 
&;;:8.1 = би; где Ôjp — символ ИКронекера. Элемент 
3 


2 €i; является единицей алгебры Cz, и мы будем обозна- 
i= 
чать его через 1, так же как и единицу алгебры C. Отоб- 


ражение 
c — diag {с, с, с} 


алгебры Св С. есть мономорфизм. Диагональную матри- 
цу, в которую переходит при этом мономорфизме эле- 
мент с, будем обозначать также через с. Тогда матрицу 
X = (£;j) можно записать в виде X = Ухуе;;. Легко npo- 
верить, что (а8;;) (68.1) = ду» (ab) 8:1. 

Лемма 1. Пусть А — произвольная алгебра и а, 
b,c E€ A. Гогда если (а, b, с)*+ — ассоциатор элементов а, b 
u c e алгебре А\®, то 


4 (а, b, с)+ = (а, b, с) — (с, b, а) + (b, а, с) — 
— (с, а, b) + (а, с, b) — (b, с, а) + №, la, cil. (1) 
Доказательство состоит в раскрытии всех ассоциаторов 
и коммутаторов и сличении обеих частей равенства. 


Лемма 2. В произвольной альтернативной алгебре 
А справедливо тождество 


[(а, b, с), а] = (ab, с, а) + (bc, a, а) + (са, b, а). (2) 


Доказательство. Линеаризуем центральное 
тождество Муфанг (см. $ 2.3). Получим 


(са) (bd) + (аа) (be) = [с (а а + Id (ab)] с. (3) 
Теперь имеем 
d (а, b, с) = d [(ab) с] — а [а (%)] = 


= — (d, ab, с) + [d (ab)] c — d [a (5) = 
по (3) 


= — (d, ab, c) + [d (ab)] c + (d, a, bc) — (da)(be)= 
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= — (ab, с, а) — (bc, a, а) — [с (ab)] d + (са) (bd) = 
= — (ab, с, а) — (bc, a, d) + (c, a, b) d — 
— [(ca) bl а + (ca) (bd) = — (ab, c, а) — (bc, a, d) + 
+ (c, a, b) d — (ca, b, d), 


что и требовалось доказать. 
Напомним (см. доказательство леммы 2.8), что в алгеб- 
ре Кэли — Диксона С верны соотношения 


(a, b, = — (a, b, c)= — (а b, c) = — (a, В, о), (4) 
(a, b, c)= — (a, b, c). (5) 


Кроме того, так как F — поле характеристики =Æ 2, из pa- 


Š 1 
венства 4 =a следует а = 51 (а) E€ F. В частности, если 


А = (а; ) ЕН (С.), TO a;; € F. Наконец, легко проверить, 
что для любых а, b, СЕ С в алгебре С. выполняется соот- 
ношение 


(4=;;, DER 1, CEpq) == (а, D; ©) EijEklEpq: (6) 


Лемма 3. Пусть А = (a;;) € H (C3). Тогда ГА*, Al = 
= 2a, где а = (is, a23, аз). 

Доказательство. Согласно (6) и правилу nepe- 
множения матричных единиц мы имеем 


[42, А] =(А, А, А) =» (Aij, ал, apl) Eir 


Если i = j, j = k или k = l, TO (Qij, Ajk, ав) = 0, так как 
один из элементов ассоциатора в этом случае лежит B F. 
Если i = k, то а = ij и (tij, Āij, ав) = — (а; lijs 
agı) = 0. Anarem, если j = l, TO (Qij, ар, ав) =O 
Так как индекса всего три, TO ассоциатор (aij, Ajk, Api) 
может быть ненулевым лишь в случае, когда i, j и k все 


различны и i = l. Следовательно, [4?, А] = > (dij, ljk 
1,7, В=Е 

ari) 8. Далее, имеем (а;;, ал, Apki) = (а, Ghi, Qij) и 

(lik, akj, aji) = = (äris liks а;;) а (ав; Aiks Qij) ыы (aij, 


Ajk, Api). Следовательно, (Qij, аук, Aki) = (Aio, A23, azı) = 

= a n [A?, А] = 2a (X) в,;) = 2a. Лемма доказана. 
Теорема 1. Н(С.) — порданова алгебра. 
Доказательство (Маккриммон. Так 

как коммутативность алгебры H (С3) очевидна, мы должны 
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только проверить, что (А? © В) ФА =А* © (ВОЛ) для 
любых двух матриц А, ВЕН (С.). Это эквивалентно 
тому, что (А, В, ©} = 0 для С = А*. Достаточно noka- 
зать, что коэффициенты при #11 и £12 у элемента (А, В, C)+ 
являются нулями; те же доказательства с заменой одних 
индексов на другие будут годиться и для других коэффи- 
циентов. Ввиду (1), (2), (6) и леммы 3 коэффициент эле- 
мента (А, В, С)+ при £; есть сумма ассоциаторов и COT- 
JACHO (5) является кососимметричным. Однако (А, В, C)+ Е 
ЕН (С.), и его коэффициент при € должен быть CHM- 
метричен. Следовательно, он равен нулю. Рассмотрим 
коэффициент при £; элемента (А, В, C)+. Так как acco- 
циатор (А, В, C)* линеен по В, достаточно показать, что 
коэффициент при £o равен нулю в следующих четырех 
случаях: B = бе, В = 6131: H Баз, D = бьзё»з + 
+ 632832, В = 61.81. + 6.18, где 6;; = bj; В первом 
случае b;; Е Ё.1, поэтому ввиду (1) коэффициент при #12 
равен нулю. Если B = big£&13 + 6з1еза, то коэффициент 
при #1. у элемента (А, В, С) ввиду (6) равен >, (аль, Oris 
k,l 


C12) = (Qir, bis, C32) + (Qis, Osi, C12) = (@1з, Osis C12). Ana- 
логично, коэффициенты при &› элементов —(С, B, A), 
(В, А, С), — (С, А, B), (А, С, B), — (B, С, А) соответ- 
ственно равны: — (Cig, O31, 412), (Вуз, a31, C12), 0, 0, — (Ваз, 
Сз1, @12). Коэффициент при £j элемента [В, [А, С] = 
= —2 [Ризв1з + Без, a] равен нулю. Суммируя, полу- 
чаем, что коэффициент при E; элемента 4 (А, В, C)* равен 


(@1з, b31, C12) — (C13, 631, a12) + (b13, a31, C12) — (Ваз, C31, @12) = 
= (ig, O33, C12) >+ (O31, Q13, C12) — 


— (ciz, ба; a12) — (b31, C43, Q12). 


Это выражение равно нулю в силу (4) и кососимметрич- 
ности ассоциатора. Аналогичные аргументы пригодны 
и в случае, если В = 6,383 t Бз»ез». Пусть теперь В = 
= 61212 | 651251. Используя (1), мы находим коэффи- 
циент при £j элемента 4 (А, В, С)*; он равен 


(@42, Bois C12) — (C12, O21, Q12) + (Di2, Qoi, C12) F (Di2, Azs, C32) — 
— (с12, за, 612) — (C13, Asi, b12) -H (@42, Cos, b12) + 


+ (di3, C34, 612) — (612, С>1, @12) — (612, C23, аз») — 2 [b12, а]. 
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В силу (4) и кососимметричности ассоциатора его можно 
записать так: 


—2 (C32, Q23, 612) — 2 (Сол, @1з, 612) — 


—2 (cigs аза, 612) — 2 [bios (Aiz, @эз, @з1)|. (7) 


Теперь с;; = >, ава, поэтому (с;), ар, 612) = (ана 
@ уг, 612) т (а; ау, Ajis b12) T (dikaRj, Ajis b192), где i, j, k 
различны. Так как a; E€ F-1, то согласно (4) (аза;у, 
Aji, 612) = ап: (Qij, ар, bio) = Aii (Qij, Gij, bio) = 0. Ana- 
логично, (а;;а;;, Aji, 612) = 0. Следовательно, (7) приобре- 
тает вид 


—2 (аз1а1э, @эз, В12) — 2 (@аэз@за, Q12, 612) — 
—2 (а12@5з, a31, 612) — 2 [61 >, (@12, lag аз1)|. 


Однако это выражение равно нулю в силу (2). 

Теорема доказана. 

Нам будет удобно теперь ввести следующие обозначе- 
ния для элементов алгебры H (C): 


Zi; =, Ti, aEF, 
Lij = LEi + Teji VEC, LÆ j, 
Cii == 811, eij ==: 8, 15]. 


Теорема 2 (Алберт.. H (С.) — исключитель- 
ная алгебра. 

Доказательство будем вести от противного. 
Допустим, что существует ассоциативная алгебра A 
такая, что H (С3) является подалгеброй алгебры AÁ”. 
Умножение в алгебре С будем обозначать точкой -, умно- 
жение в алгебре H (С.) — кружком с точкой внутри ©; 
умножая элементы в алгебре А, не будем ставить между 
ними ничего. 

Пусть X, УЕН(С.). Тогда XOY =1/. (XY +Y X). Это 
соотношение связывает умножение в А с умножением 
в Я (С-3) и, в конечном итоге, с умножением в С. Исполь- 
зуя его, найдем в А подалгебру, изоморфную алгебре 
Кэли — Диксона С. Ввиду неассоциативности алгебры С 
теорема будет доказана. 
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Отыщем в алгебре А нужные соотношения: 


eii = ĉii» b m~ bat Gj (8) 
ее) F хцеи = ет H Zijljj = ту, (9) 
Crkt T Хуевь = 0, К 52 В } (10) 
112Уэз F Уэз1» = (5 У). (11) 


Соотношения (8) — (10) очевидны. Докажем равенство (11). 
Имеем 


£12Y23 + У2з212 = 2512 © Y23 = 


050 000 O Отх:у 
ый оо] О0у|=| 0 0 0 | — (у)... 
000, 0 y 0, у: 0 0 
Аналогично получаем соотношения 
£12Y13 F Y13212 = (ту, (12) 
хзУзз + Y23213 = (2-42. (13) 


B силу (10) для k i, j имеем 
О = ern (еввх;; F Lijenk) = выть T Ckklijêhks 

однако в силу (8) и (10) 
Зевьтиуевь == (Crkt F tiern) евь + 

+F err (евьх:; H Lijerr) — (евьли; + хе) = 0, 
и поэтому 

евьт:) = Хиеьь = 0, k Æi, j. (14) 
Отобразим теперь Св А следующим образом: 
O: L > 6121212. 


Ясно, что это отображение — гомоморфизм векторных 
пространств. Покажем, что (x-y)? = 26уб. В силу (13) 
и (14) имеем 


(x y)? = €44 (L+ Y)12€12 = E11 (£13923 -+ Y23213) e12 = €11243Y 23612- 
Преобразуем полученное выражение с помощью (11) и (14): 


е1 12 1зУ2з@12 == €11 (112623 + е2з2 412) Y23€12 = 6112 12е2зУоз@12, 
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а затем с помощью (12): 
е11 ое 23612 = е1Х1оеоз (Y12€13 F ĉ13Y12) е12 = 
= 111 2@23@1зУ1 2612, 


так как в силу (9) и (14) у: ›е1зе1» = Ул» (33213 F елзезз) е12= 
— 0. Итак, 


(x-y) = e11212€23€13Y12612- (15) 
Однако в силу (9), (13) и (14) е.зезу:» = e23 (611613 + 


-- е1зе11) а = e23613€11Y12 = (612 — е1зеэз) &11Y12 = 12611125 
и поэтому из (15) вытекает, что 


бы ex ОИ 
(x-y)? = енов елУ 61а = 250, 


что доказывает гомоморфность введенного отображения. 
Однако алгебра Нэли — Диксона по nemme 2.3 проста, 
поэтому наш гомоморфизм есть либо изоморфизм, либо 
отображает алгебру С в нуль. Но последнее неверно: 


в силу (8) и (14) 
10 = ее: ое» = 6y (е1 F e22) = en 50. 


Мы получили противоречие, так как алгебра С неассо- 
циативна и ее нельзя изоморфно отобразить в ассоциатив- 
ную алгебру. Теорема доказана. 


Упражнения 


1. Пусть В (f) = Р.1 + М — порданова алгебра симметриче- 
ской билинейной формы f: М X М —> Е. Доказать, что алгебра 
Клиффорда С (f) формы f (см. Ленг C., Алгебра, стр. 414) является 
ассоциативной обертывающей алгеброй для В (f). 

2. Доказать, что если форма f невырождена и dimp М > 1, 
то йорданова алгебра В (f) = РЁ-1 | М проста. 

3. Доказать, что алгебра C для алгебры Кэли — Диксона С 
изоморфна йордановой алгебре симметрической невырожденной 
билинейной формы. 

4. Доказать, что для любых элементов а, 6, с ассоциативной 
Ф-алгебры имеет место равенство 


t/a (abe + cba) = (а © 6) Фе + 6ОдФа-— (с Ф4чоУЬ. (16) 


5 (Маккриммон). Пусть А — ассоциативная Ф-алгебра 
и J — идеал алгебры A. Тогда А+ 5?Ач+ cJ для любого b E J; 
если же 52 —=0 для всех БС J, то (А+ bA+ )3= (0) для любого b EJ. 

6 (Херстейн. Если А — простая ассоциативная Ф-алгеб- 
ра, то и алгебра А‹® проста. 

7 (Маккриммон). Пусть А — ассоциативная Ф-алгебра 
с инволюцией x» и J — идеал в H (А, *). Тогда, если bcb Æ 0 
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для некоторых b, c E J, то для идеала В = A Ħ#bcbA # алгебры А 
имеет место включение ВПН (А, +) = J; если же bcb = 0 для 
всех b, cEJ, то А содержит ненулевой нильпотентный идеал. 

Набросок доказательства. Доказать, что для 
любых z, у СА 


х6сбх* E€ J, xbeby¥ + убсбх* E€ J. 


Отсюда следует первая часть утверждения. В случае, когда bcb = 0 
для всех b, c E J, предположить сначала, что bhb = 0 для некото- 
рых b EJ, he H(A, *), и доказать, что для любого z Е А 


xzbhb + bhbxz* E€ J. 
Отсюда (zbhb -|- 6й6х*)3 = O n 0 = zxbhb (xbhb -- bhbx*)? = (xbhb)t, 
т.е. левый идеал Г = АИ есть ниль-алгебра ограниченного 
индекса. В силу хорошо известного результата теории ассоциатив- 
ных Р!-колец (см., например, [46, стр. 335] это влечет наличие 


в Г нильпотентного идеала. Теперь нетрудно обнаружить такой 
идеал ив А. Если же bhb = 0 для всех h ЕН (А, *), то доказать, 


что левый идеал АУБ удовлетворяет тождеству 23 = 0, что тоже 
влечет существование в А нильпотентного идеала. 

8 (Херстейн). Если А —ассоциативная Ф-алгебра с инво- 
люцией +, не содержащая собственных *-идеалов (т.е. таких 
идеалов I, что 1[* <= Г), то Иорданова алгебра H (А, *) проста. 

9. Иорданова алгебра H (Dp), где D — ассоциативная компо- 
зиционная алгебра, проста. 

10. Доказать, что H (Сз) — простая алгебра. 

11. Доказать, что алгебра H (С5) изоморфна йордановой алгебре 
симметрической билинейной невырожденной формы и поэтому 
является простой и специальной. 

| 12. Пусть u = v, V = Va, W = в. — порождающие алгебры 
Кэли — Диксона С (см. § 2.4). Докажите, что элементы X = ejo, 
У = е.з, Z = Uig | из F Wag порождают алгебру H (С:). p 

13. Доказать, что алгебра H (C a) не является иордановой 

при n > 4. 


$ 2. Свободные специальные йордановы алгебры 


Рассмотрим свободную ассоциативную Ф-алгебру 
Ass |X] от множества свободных порождающих X = 
= {za}. Подалгебру алгебры Азз [Х]‘®, порожденную 
множеством X, назовем свободной специальной йордано- 
вой алгеброй от множества свободных порождающих Х 
и обозначим SJ [X]. Kak мы увидим в конце параграфа, 
специальные йордановы алгебры не образуют многообра- 
BHA, так как при сага (X) > 3 существуют гомоморфные 
образы алгебры SJ [X], являющиеся исключительными 
алгебрами. Однако все специальные йордановы алгебры 
от множества порождающих мощности А являются гомо- 
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морфными образами алгебры SJ [X] при сага (X) = À. 
В этом смысле мы и говорим о свободе алгебр SJ [X]. 

Предложение 1. Пусть J — специальная ийор- 
данова алгебра. Тогда всякое отображение X в J eðun- 
ственным образом продолжается 00 —гомоморфизма 
SJ [X] в J. 

Доказательство. Пусть o: Х — J — некото- 
poe отображение и А — ассоциативная обертывающая 
алгебра для J. Тогда отображение о продолжается до ro- 


моморфизма о: Ass [Х] > А. Ясно теперь, что ограниче- 


ние о на SJ [X] есть гомоморфизм SJ [X] в J, продол- 
жающий о. Предложение доказано. 

Элемент свободной ассоциативной алгебры Ass [X] 
называется йордановым многочленом (]-многочленом), если 
он принадлежит SJ [X], т. e. выражается через элементы 
множества X при помощи операций + и ©. Например, 
многочлены 2,50 и хх. | ххх являются 7-много- 
членами в силу (16). До сих пор неизвестно ни одного удоб- 
ного критерия, позволяющего по записи многочлена из 
Ass [X] узнавать, является ли он ]-многочленом или нет. 
Для сага (X) < 3 такой критерий дает теорема Кона, 
которая будет сформулирована ниже. 

Свяжем со свободной ассоциативной алгеброй Ass [X] 
еще одну Йорданову алгебру. Для этого определим на 
Ass [X] инволюцию +, которая на одночленах задается 
правилом 


* 
о EE Lip) = Ti, ... Titi, 


и на многочлены распространяется по линейности: если 
f = X Qus, где as Е D, и, — одночлены, то № = У auž. 
Через H [X] обозначим йорданову алгебру H (Ass |X], =) 
симметричных элементов алгебры Ass [X] относительно =. 

Теорема 3 (Кон). Для любого множества X спра- 
ведливо включение H [Х] > SJ [X], причем при card (X) < 
< 3 имеет место равенство, а при card (X) >> 3 — строгое 
включение. | 

Доказательство. Порождающие xz, Е X cum- 
метричны относительно * и лежат в H [X]. Кроме того, 
если а, БЕН [ХХ], тои aOb € H [X], так как (а©5)* = 
= 1/. [(ab)* + (фа)*] = 1/5 (b*a* + a*b*) = 1). (ab + Ба) = 
= a®b. Поэтому H [X] > SJ [X]. 
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Пусть card (X) = 3, т. e. X = 421, т), z3}. Для noka- 
зательства того, что H [X] = SJ [X], достаточно пока- 
зать, что элементы из H [X] вида и + и*, где и — onmo- 
член, являются ]-многочленами. В самом деле, если f = 


= Уи; симметричен относительно +, то f = t/a (f + f*) = 


= t/z > (u; + uï). 

Пусть u = rir? и р, причем i, Æ +! ДЛЯ Г = 
= 1,2, ..., h — 1. Число k назовем высотой одночлена u. 

Доказательство того, что и + и* Е SJ [X], мы прове- 
дем двойной индукцией. Первая индукция — по длине 
одночлена и; основание ее очевидно. Пусть для одночле- 
нов длины < k утверждение доказано. Рассмотрим множе- 
ство одночленов длины К. Среди них всего три одночлена 
высоты 1 — это qË, zh и z$. Для них наше утверждение 
очевидно, и мы имеем основание для второй индукции. 
Предположим, что для всех одночленов длины А и высоты 
< h утверждение справедливо. Допустим, что одночлен и 
имеет длину А и высоту k. Рассмотрим сначала случай, 
когда одночлен и начинается и кончается на один и тот же 
порождающий элемент, а именно и = а?та7, где a€ 
Е {х1, Za, 43}, V — одночлен. В этом случае 


u -+ и* = avat + аЧр*а? = 
= а? (val | а1у*) 4- (afv* + vaf) а? — (аР*9ь* -+ уа?"9). 


Заметим, что сумма первых двух слагаемых является ]- 
многочленом в силу первого индуктивного предположе- 
ния, а последнее — в силу второго, так как одночлен 
аР1Ч v* имеет высоту A — 1. 

Второй случай, который надо рассмотреть, — следую- 
щий: и = a”batv, где а, БЕ {21, Zo, £3}, a b ии- 
одночлен. Имеем 


u + и* =afb aty + у*а9 ба? = 

= ab" (afv + v*at) + (v*al + afv) ВГаР — (a?b"v*af + ałvb"a?), 
и сумма первых двух слагаемых есть йорданов многочлен 
ввиду (16), а в последней скобке имеем первый случай. 


Третий случай: и = a”vatb", где а, b €E {£1, Za, хз}, 
а b n v — одночлен. В этом случае 


u + и* = a”yatb" + Га9*а? = | 
= а? (va? + а1*) b" + b" (afv* + ра?) а? — (aP*1v*b" + Б’раР 9). 
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Ввиду (16) и первого индуктивного предположения сумма 
первых двух членов есть ]-многочлен, а вычитаемая скоб- 
ка находится в условиях второго индуктивного предполо- 
жения. | | 

Четвертый случай. Осталось рассмотреть для одно- 
члена и лишь две возможности: и = а?с°и u = 
— аРс9' рос", где v — одночлен, возможно, отсутствую- 
щий, а, b, СЕ {11, £o, дз} и попарно различны. Если и = 
= а?б'’с*, то в силу (16) u + u* = а?" - c'ba? Е 
Е SJ [X]. Пусть теперь и = ас рас"Ь. Тогда 


u + u* = aP”c1btvalc"bs + Бега * т сча? — 
— a ”(c1btva!c" + c"av*btet) bS -- 
-- 6° (c"aly*b*ct + с9Ы рае) a? — (aPc"a'y* bttb -+ bct bt vatc"a?). 


Сумма первых двух членов является ]-многочленом ввиду 
(16) и первого индуктивного предположения, а третий 
член — также ]1-многочлен согласно уже разобранному 
второму случаю. 

Итак, равенство H [X] = SJ [X] в случае, когда 
card (X) = 3, доказано. Отсюда, конечно, следует cupa- 
ведливость этого равенства и при сага (Х) = 2. Доказа- 
тельство, приведенное нами, принадлежит Ширшову. Оно 
конструктивно и дает алгоритм, позволяющий по записи 
симметричного многочлена от трех переменных найти его 
представление в виде ]-многочлена. 

Докажем, что H [X] SJ [X] при сага (X) > 3. Для 
этого достаточно показать, что элемент f (Li, La, La, Ly) = 
= лотах, | их.тох, не является йордановым многочле- 
ном OT Zj, Lo, Lg, Ly. 

Рассмотрим свободный Ф-модуль Ё от порождающих. 
ет, 65, ез, €, и внешнюю алгебру A (E) этого модуля. (Ее 
определение и свойства см. в книге Ленга C., Алгебра, 
«Мир», 1968, стр. 474.) Ф-модуль алгебры A (Е) также 
свободен с базисом {1, e, Л... Ле; & <... < 58 = 
= 1, 2, 3, 4} и, кроме того, e; Фе; =0 в Л (Е). Пусть о, 
Ass [X] — A (Е) — гомоморфизм такой, что о (5;) =е;;: 
i =1, 2, 3, 4, mn o (x;) = 0, i > 4. Все йордановы многочле- 
ны при этом гомоморфизме переходят в нуль, однако. 
o [f (£i, Zo, Zg, 2) = Ле, Ле, Ле 0. Значит, 
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f (£1, Zo, хз, Z,) не есть йорданов многочлен, и теорема пол- 
ностью доказана. 

Замечание. Если уравнение 2x = 1 неразрешимо 
в Ф, операция © не может быть определена. В этом случае 
йордановыми многочленами свободной ассоциативной 
алгебры Ass [X] называют элементы, которые можно MONY- 
чить из элементов множества Х при помощи операций 
сложения, возведения в квадрат и квадратичного умноже- 
ния {zyx} = тух. Если t/a Е D, то, как нетрудно видеть, 
это определение дает нам обычные йордановы многочлены. 
ПНроследив доказательство теоремы Кона, можно заме- 
тить, что для множества SJ [Х] йордановых многочленов 
в новом смысле равенство H [X] = SJ [X] верно при 
card (X) < 3 для любого кольца операторов Ф. 

Теорема 4. Если card (X) >> 1, то свободная йорда- 
нова алгебра SJ [X] не изоморфна алгебре А‘ ни для 
какой ассоциативной алгебры А. 

Доказательство. Допустим, что SJ [X] изо- 
морфна алгебре AP, где А — ассоциативная алгебра. 
Мы можем тогда считать, что на множестве SJ [X] задана 
дистрибутивная CO сложением ассоциативная операция 
(обозначаемая точкой) такая, что для любых а, b€ 


E€ SJ [X] 
a®©b = th (a-b + b-a) (17) 


и что А = (SJ [X], +, -). В силу (17) множество X есть 
множество порождающих и для А. Пусть о: Ass [X] > 


— А — гомоморфизм такой, что хо = хо для всех Lq СХ. 
Рассмотрим ядро Г этого гомоморфизма. В силу (17) огра- 
ничение о на SJ [X] является тождественным отображе- 
нием. Поэтому 


ГП 31 IXI = (0). (18) 


Кроме того, для любого f(x) Е Ass [X] найдется } (2) 6 
€ SJ [X] такой, что f(x)— 7 (1) €I. В частности, это 
верно для многочлена f (x) = £z. Но тогда в силу (16) 


в =F] (a leam a 
= 11555, — 2155] (1) — j (£) хол, + j (£)? € I N SI [X]. 


Значит, B силу (18) [ziza — j (2)] [хх — j (2)]| = 0, и no- 
лучаем, что либо] (£) = 242a, либо] (x) = хол. Но ни того, 
ни другого быть не может. Теорема доказана. 
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Переходим к изучению гомоморфных образов свобод- 
ных специальных йордановых алгебр. 

Лемма 4. Пусть I — идеал специальной йордано- 
в0й алгебры J с ассоциативной обертывающей алгеброй А 


u I — идеал алгебры А, порожденный множеством Í, причем 
Lads 


Toeða фактор-алгебра JII специальна. 
Доказательство. Отметим сначала один оче- 
видный изоморфизм: для любого идеала В алгебры А 


(А/В) œx А/В. 
Теперь по второй теореме о гомоморфизмах 
ЛИ = Л П № = J + foe = АГ, 


что в силу предыдущего замечания дает нам специальность 
алгебры J/I. 

Лемма 5 (Кон). Пусть I — идеал свободной cne- 
циальной йордановой алгебры SJ [X] и Г — идеал в Ass [X], 
порожденный множеством I. Фактор-алгебра SJ [XVI 


специальна тогда и только тогда, когда Í N SIIXI = Г. 

Доказательство. Если условие Г NSJ [X] = 
— I выполнено, то фактор-алгебра SJ [Х]/Т специальна 
в силу леммы 4. 

Допустим теперь, что фактор-алгебра SJ [X]/ cue- 
циальна и Á — ее ассоциативная обертывающая алгебра. 
Обозначим через т канонической гомоморфизм алгебры 
SJ [X] на SJ [ХИГ. Алгебра А порождается элементами 
а», = T (Za), где Za Е X. Пуеть о — гомоморфизм алгебры 
Ass [X] на А такой, что о (£) = ао. Тогда ограничение о 
на SJ [X] есть гомоморфизм SJ [X] в SJ [Х]/Г, совпадаю- 
щий с т на порождающих и, следовательно, равный т. 
Но тогда Ker o Q SJ [X] = Ker т. Заметим теперь, что 


Î = Kero и Ker т = Г. Следовательно, ГГ $7 [Х] = 1 


и, ввиду очевидности обратного включения, имеем Å AN 
N SJ [X] = Г. Теорема доказана. 

Теорема 5 (Кон). Пусть ЭТИ, y, zi — ceo6oð- 
ная специальная йорданова алгебра от порождающих т, у, 
z u I — ее идеал, порожденный элементом k = x? — р. 


Гогда фактор-алгебра SJ [х, у, &/Т исключительна. 
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Доказательство. Элемент v = kryz + 2ухЁ 


лежит в Î ГП SJ [х, у, zl, где Г — идеал алгебры Ass [х, y, zl, 
порожденный множеством Г. Покажем, что и 6 [, и все 
будет доказано в силу леммы 5. Допустим, что v Е I. Тогда 
существует йорданов многочлен 7(5, у, 2, t), каждый 
одночлен которого содержит $ такой, что и = j (x, у, 5, k). 
Ясно, что мы можем считать, что все одночлены в j (£, у, Z 
t) имеют степень 4 и линейны по 2. Сравнивая степени эле- 
ментов V и ] (£, У, Z, X? — У) по отдельным переменным, 
заключаем, что j (£, у, Z, № линеен по t n, следовательно, 
по остальным переменным тоже. Многочлен j (£, у, 2, t) 
симметричен и лежит в H [х, у, z, t]. Поэтому он является 
линейной комбинацией 24 четверок вида {521} = 
= 212+ -+ 12ух по всем перестановкам элементов 7L, у, Z, t. 
Однако вид элемента V говорит о том, что в этой линей- 
ной комбинации ненулевые коэффициенты могут быть 
лишь у тех четверок, на конце (или в начале) которых 
находится 2: 


TAS; У, 2, t) = бя {txzyz} T 05 {212} Ei 93 {122} T 
+ æ, {ytzz} + 5 {ху} + % {уж}. 


Заменяя в этом равенстве t на xz? — у?, получаем соотно- 
шение 


{222} — {узлу} = a, {2°yz} — a {y’ryz} + а» {4392} — 
— Q, {xyz} | аз {2712} — аз {Ул} + 
+ a, {92°8} — a, {уз} + as {ху} — 
— Qs {2932} + а {232} — qae {уху}. 
Сравнивая коэффициенты при {y°xyz}, заключаем, что 
о, = 1. Затем сравним коэффициенты при {2392} и nony- 
чим @ = 0. Сравнение коэффициентов при {27922} дает 
нам %. = 0. Отсюда следует, что ©, = 0, как коэффициент 
при {y?xz}. Далее, сравнивая коэффициенты при {51222} 
и {yxy?°z}, получаем, что Qs = 0% = 0. Но это значит, что 


j (z, Y, 2, t) = {xyzt}. 
Однако, как мы видели в доказательстве теоремы 3, 
{5921} не есть йорданов многочлен. Теорема доказана. 
Теорема 6. Все гомоморфные образы свободной cne- 


циальной йордановой алгебры SJ |x, y] от двух порождаю- 
щих специальны. 


6 К. А, ЖЩевлаков и др. 
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Доказательство. Пусть I — произвольный 
идеал алгебры SJ [x, y] и Г — идеал в Ass [т, у], порожден- 
ный множеством Å. В силу леммы 5 достаточно показать, 
что ГП SI [1, у| = Г. Пусть и Е Г. Тогда и = Уьир,, 
где А, СГ, v и ш; — одночлены. Допустим, что u€ 
Е SJ [х, y]. Для доказательства того, что и Е Г, достаточ- 
но показать справедливость включения Vkw + w*kv* с I 
для всех k E I и любых одночленов v, w. Но это включение 
действительно справедливо, так как по теореме 3 vzw + 
-+ ш*20* — Йорданов многочлен от ф, у, 2. Теорема дока- 
зана. 

Как хорошо известно *), чтобы расширить класе 
алгебр Я до многообразия, надо сначала замкнуть Я 
относительно взятия прямых произведений, затем — под- 
алгебр и, наконец, — гомоморфных образов. Получится 
наименьшее многообразие Var Я, содержащее класс 
алгебр Я. Легко заметить, что класс © всех специальных 
йордановых Ф-алгебр замкнут и относительно прямых 
произведений, и относительно подалгебр. Поэтому мно- 
гообразие Уаг © состоит из всевозможных гомоморфных 
образов специальных йордановых алгебр. Как мы пока- 
жем далее, оно отлично от многообразия всех йордано- 
вых алгебр. Очевидно, что свободные специальные йорда- 
новы алгебры являются свободными алгебрами этого мно- 
гообразия. 

Докажем теперь одну теорему о вложении для специ- 
альных йордановых алгебр. Доказательству ее предпош- 
лем две леммы. 

Лемма 6. B свободной ассоциативной алгебре 
Ass [х, y] элемент принадлежит, подалгебре (2), порожден- 
ной множеством Z = {z; = худ; i = 1, 2,...}, тогда 
и только тогда, когда он является линейной комбинацией 
одночленов вида 


ху 1227242... ying, jr —1. (19) 


Эта подалгебра является свободной ассоциативной алгеб- 

рой с множеством Z свободных порождающих. 
Доказательство первого утверждения лем- 

мы очевидно. Для доказательства второго рассмотрим 


*) См., например, Мальцев А. И., Алгебраические системы, 
«Наука», 1970, стр. 339. 
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гомоморфизм 
а ко 


переводящий т; в Z;. Легко видеть, что ф — изоморфизм, 
так как f (21, Zə, ..., Zn) = 0 влечет f = 0. Будем обозна- 
чать теперь алгебру (7) через Азз [7]. 


Лемма 7. Пусть I — идеал алгебры Ass [Z] u T — 
идеал в Ass |x, y], порожденный множеством Г. Тогда 


ГГ Азз [7] =. 


Доказательство. Всякий элемент u из I пред- 
ставляется в виде 


и T > VikiWi, (20) 


где k; СГ, vi w; — одночлены. Если u € Ass [Z], то u 
есть линейная комбинация одночленов вида (19). Анало- 
гично представляются и элементы kj. Заметим, что если k 
и vkw — одночлены указанного вида, то и одночлены V, W 
имеют тот же вид. Поэтому, если и Е Ass [Z], то в mpa- 
вой части равенства (20) все слагаемые и;А;ш;,у которых 
либо и;, либо W; не лежит в Ass [Z], должны взаимно 
сократиться. Но в этом случае и Е Г. Лемма доказана. 

Теорема 7 (Ширшов). Всякая специальная 
иорданова алгебра, имеющая не более счетного числа порож- 
дающих, вложима в специальную йорданову алгебру с двумя 
порождающигми. 

Доказательство. Пусть J — специальная йор- 
данова алгебра, имеющая не более счетного числа порож- 
дающих. Тогда J изоморфна некоторой фактор-алгебре 
SJ [7]/1 алгебры SJ [Z]. Отметим, что в силу леммы 5 для 


идеала [ алгебры Ass [Z], порожденного множеством Г, 
верно соотношение 


ГП $1[21= 1. 


Рассмотрим теперь идеал I алгебры Ass [х, y], порожден- 
ный множеством I. Ввиду леммы 7 


ТП Азз [21 = 7, 
откуда SJ [Z] A Í =S] [Z] N (Ass[Z] N Ĥ=9SJ [Z] A Tel. 
Образ алгебры SJ [Z] в фактор-алгебре Á= Ass [x, у]/Г— 
6+ 
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— 
N 


это подалгебра SJ [Z]/S] [Z] N T= SJ [Z1/I, изоморфная J. 
Так как zyr=2(y©zx)© 1—у© 17”, эта подалгебра 
лежит в подалгебре алгебры А“, порожденной элемен- 


тами r=xr-4 Î И у=у- Г. 
Теорема доказана. 


Упражнения 


1 (Кон). Доказать, что H [X] — подалгебра алгебры Ass [X] ©, 
порожденная множеством X я четверками вида арена. 

2 (Кон). Доказать, что фактор-алгебра SJ [х, у, z|, где 
I — идеал, порожденный! элементом ху, исключительна. 

3. Доказать, что фактор-алгебра Ass [х, у, z| ©/I, где Г — 
идеал, порожденный элементом Z? — y?, исключительна. 

4 (Ширшов). Всякая специальная йорданова алгебра изо- 


морфно вложима в специальную йорданову алгебру, каждое счет- 
ное подмножество которой лежит в подалгебре с двумя порождаю- 


MAMI. 


$ 3. Теорема Ширшова 


В предыдущих параграфах мы установили, что аналог 
теоремы Пуанкаре — Биркгофа — Витта для йордановых 
алгебр несправедлив и не каждая йорданова алгебра имеет 
ассоциативную обертывающую алгебру. Мы видели, что 
исключительными могут быть даже йордановы алгебры, 
порожденные тремя элементами. Для 2-порожденных 
йордановых алгебр ситуация в корне отлична: в 1956 г. 
Ширшов доказал, что всякая Йорданова алгебра от двух 


порождающих специальна. 

Этот результат оказал заметное влияние на дальнейшее 
развитие теории. Из него, например, следует, что все 
тождества от двух переменных, справедливые во всех 
специальных йордановых алгебрах, верны и во всех йор- 
дановых алгебрах. Ввиду того, что вопрос о справедливо- 
сти тождества во всех специальных йордановых алгебрах 
не вызывает затруднений — надо только проверить, верно 
ли оно в свободной специальной йордановой алгебре, — эта 
теорема дает алгоритм для распознавания тождеств от двух 
переменных в многообразии йордановых алгебр. 

В 1960 г. Макдональд сходными методами доказал, что 
все тождества от трех переменных, линейные хотя бы 
по одному из них, верные во всех специальных йордано- 
вых алгебрах, верны и для всех иордановых алгебр. Глени 
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показал, что результаты Ширшова и Макдональда уси- 
лить нельзя. Он нашел тождества степени 8 и 9, выпол- 
няющиеся в специальных Йордановых алгебрах и не 
выполняющиеся в простой исключительной йордановой 
алгебре H (С.-). Эти тождества зависят от трех перемен- 
ных и имеют степень © 2 по любому из них. 

Вопрос об описании тождеств, верных во всех спе- 
циальных, но не во всех иордановых алгебрах, пока 
остается открытым. 

Цель настоящего параграфа — доказать теорему Шир- 
шова и ряд следствий из нее. Хотя результат Макдональ- 
да и не является формальным следствием этой теоремы, он 
следует из ее доказательства. 

Мы начнем с некоторых предварительных резуль- 
татов. 

Пусть А — произвольная Ф-алгебра. Для всякого эле- 
мента a E€ А определим два отображения алгебры А 
в себя: Ra: x > za n La: £> ах. Эти отображения являют- 
ся эндоморфизмами Ф-модуля А. Первый эндоморфизм 
называется оператором правого умножения на элемент а, 
а второй — оператором левого умножения на элемент а. 
Подалгебра алгебры эндоморфизмов Ф-модуля А, порож- 
денная всевозможными операторами Ra и La, где аЕА, 
называется алгеброй умножений алгебры А и обозначается 
М (А). Подалгебра алгебры М (А), порожденная всеми 
операторами правых (левых) умножений, называется 
алгеброй правых (левых) умножений алгебры А и обозна- 
чается R (А) (соответственно L (А)). Если алгебра А kom- 
мутативна или антикоммутативна, то все эти алгебры сов- 
падают: M (А) = R (A) = L (А). 

Пусть А — подалгебра алгебры В. Подалгебру, по- 
рожденную в R (В) операторами Ra, где a € Á, будем 
обозначать RB (А). Аналогично определяются алгебры 
МВ (А), LB (А). 

Рассмотрим алгебры умножений йордановых алгебр. 
Тождества, которым удовлетворяют йордановы алгебры, 
влекут ряд соотношений для операторов умножений. Так, 
основное йорданово тождество в силу коммутативности 
эквивалентно тождеству (yL) x? = (yx?) £, которое в свою 
очередь эквивалентно операторному соотношению 


[Ra В] = 0. (214) 
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Проведем полную линеаризацию тождества (2?) х = 
= z? (yx). Переобозначив неизвестные и воспользовав- 
шись коммутативностью, получим тождество 


[(xy) Е + Цзи у + z Ци z] = 
= (xy) (zt) + (xz) (yt) + (zt) (уз). (22) 
Заметим теперь, что в правую часть этого равенства BCE 
пергменные входят симметрично, поэтому левая часть 
не должна измениться от перемены х и 2 местами. Учиты- 
вая это обстоятельство, мы получаем еще тождества 
[(xy) zl t + (яд z] y + z Ц = 
= [z (yz)] t + [х (ytl z + [z (zt)] y, (23) 
[æ (yz)lt + [z (yt)] z + [z а] y = 
= (xy) (zt) + (xz) (yt) + (zt) (yz). (24) 


Тождества (22) — (24) эквивалентны следующим опера- 
торным соотношениям: 


R,R,R; T RiR, F Rytz = R Rza A А.В a А (25) 
В,В,В: T RıR,Ry T Rytz < Ry-Ri c% АВ, T Алу, (26) 
[А Е: ET [Ryt R,] T [Ав R,] =0. (27) 


Предложение 2. Если подалгебра А йордановой 
алгебры В порождается множеством Ау, то алгебра 
‚ АВ (А) порождается множеством операторов {Ва, Ra» | а, 
b E€ Ao}. 

Доказательство. Очевидно, что алгебра 
ВВ (А) порождается операторами вида Rz, где v = 
= VY (11, ..., Zn) — некоторый неассоциативный одночлен 
n V = V (j, ..., an), аа Е Ao. Достаточно показать, что 
для любого одночлена V оператор А; лежит в подалгебре 
Ağ, порожденной множеством {Ra, Raola, ВЕА,}. 
Проведем индукцию по степени одночлена V. Если d (v) < 
< 2, то, очевидно, Ry С А*. Если же d (v) >53, то в = 
= (ViVo) Vg, где и; — одночлены меньшей длины. В силу (25) 
R= — ААА, PiPPa АРА, T Raam: 
По предположению индукции В. Пур, Е Ağ, поэтому 
И R- € 45. Предложение доказано. 


$ 31 ТЕОРЕМА ШИРШОВА 87 


Подалгебра А йордановой алгебры В называется силь- 
но ассоциативной, если для любых элементов а, а’ ЕЛА, 
b € B имеет место равенство (а, b, а’) = 0. В силу соот- 
ношения (а, b, а’) = b [Ra, Ral условие сильной acco- 
циативности подалгебры А в алгебре В эквивалентно 
коммутативности алгебры АВ (А). 

Теорема 8. Бсякая однопорожденная подалгебра 
йордановой алгебры является сильно ассоциативной. 

Доказательство. Пусть подалгебра А йорда- 
новой алгебры В порождена элементом 4. Тогда алгебра 
ВВ (А) порождается элементами А. и Raz, которые KOM- 
мутируют в силу (21). Следовательно, алгебра АВ (A) 
коммутативна. Теорема доказана. 

Следствие. Всякая йорданова алгебра является 
алгеброй с ассоциативными степенями. 

Из теоремы 8 следует также, что во всякой йордановой 
алгебре справедливо тождество 


(ту) д" = z” (ух). (28) 


Наряду с обычным умножением определим во всякой 
йордановой алгебре тройное йорданово произведение: 


{xyz} = (xy)z + (zy) x — (22) у. 


Если йорданова алгебра А специальна и вложена B алгеб- 
ру Р‘® для некоторой ассоциативной алгебры P, то, как 
нетрудно проверить, для любых а, b, СЕЛ, 


{abc} = =. (abc + cba) À 


где через ху обозначено ассоциативное произведение эле- 
ментов x и у. В частности, тройное йорданово произведе- 
ние {aba} в P равно ассоциативному произведению aba. 

Определим теперь для любых элементов а, b йопдано- 
вой алгебры А отображение U., p: £ => {axb} и положим 
U, = Ua, а: Яено, что Оцьи Ua являются элементами 
алгебры R (А) правых умножений: 


Ua, b — RaRa ЕР ПьВо B Rab, (29) 
Ua = 2R — Re. . (30 
Иногда мы будем писать также U(a,b) и U(a). 


Лемма 8. Пусть А — сильно ассоциативная под- 
алгебра йордановой алгебры В. Тогда для любых а, а Е А 
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и БЕ B справедливы соотношения 
О вк b= АО aai, o — U aa, Ь, (31) 
Ua, tU a= 2U aa, В — Uata, b: (31’) 
Доказательство. Заметим сначала, что для 
любых z, y EB 
Ux, y = 2Ux, „В, — RyUx =2RxU x, y — UR. (32) 


Для доказательства этого соотношения надо расписать 
операторы Ux, Ux,y, Ох, по формулам (29), (30) и Boc- 
пользоваться тождествами (25) — (27). 

Линеаризуя равенства (32) по х, получаем 


О, y ` Ui „В, nfe Uz giia B RU a в 
= А.О, + В.О, ~ Ux „Ву. (33) 
Заменим теперь во втором из равенств (33) x на 227. Hony- 
чим соотношение 
Ux2z, y = RU x2, y +H Ах z, у — Ux, „Ву. 
В силу (32) и по определению оператора U, это соотноше- 
ние можно преобразовать следующим образом: 
Usiz. y = 2R,R,Ux, y R,U Ry -|- (28, —0(,) U., y = 
— 2U y, Re Ry + RU xRy = 2 [R;, Re] Ux, y + 
He 2RR:Ux, y e 2RU 3, y _ UaU z y aie 
2R U na Rym 2R „Ву. 
Следовательно, по (33) 
U aiz, y ` 2 [Rz Rl U y y E ам y -+ 
F 2 [Rys U z, zl Ry Бай ОО, у* 
Полагая здесь х = Q, Z =а’, у = b, мы получим соотно- 
шение (31). Аналогично доказывается (34’). Лемма goka- 
зана. 


Следствие. Во всякой ийордановой алгебре спра- 
ведливы тождества 


(a daya y= 2 yr" yaja, (34) 
{xty} z + {zty} x = {(x2) ty} + {2 (ty) z}, (35) 
{xtz} y + {(x2) ty} = {z (tz) y} + {2 (tx) y}, (36) 


{x"yx"} x’ = (aya N, (37) 
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Доказательство. Справедливость тождества 
(34) следует из (34) в силу теоремы 8. Далее, операторные 
соотношения (33) дают нам тождества (35) и (36). Для 
доказательства тождества (37) положим в (34) z = 1, пред- 
варительно формально присоединив, если необходимо, 
к йордановой алгебре единицу 1. Получим в силу (28) 


НЫ q? = о7п+Ё (уз”) НЯ д" у ыы (aryr y). 


Следствие доказано. 

Рассмотрим свободную ассоциативную Ф-алгебру А = 
— Ass |z, у, z| от порождающих x, Y, 5. Алгебра А являет- 
ся свободным модулем над P, базис которого составляет 
множество © всех ассоциативных слов от £, у, 2. Для 
ассоциативного слова Q&Q Е S через d (а) будем обозначать 
длину слова ©, а через h (а) — его высоту, которая была 
определена при доказательстве теоремы 3. Напомним так- 
же, что в алгебре А определена инволюция +; если & = 
о ar TO O" m A a e 

Пусть 9, — множество слов из 5, степень которых 
по z не более 1. Индукцией по высоте слова & Е Sı опре- 
делим отображение Q> Q множества 5, в свободную 
йорданову алгебру J = J |1, у, zl, полагая 


1) & =а, если k (&) = 1; 
2) (ap) =. р. если h (ap) = 2, h (a) = h (В) = 1; 
3) (ŽBL) = a. (BL) + (PY a — ttp, где 


h (Аз) = h (B) + 2; 
4) (у’Ва”)’ = 2 Ув х"} — ("By где В = 2, 
Вай) = = (В) +2 = что в этом случае 
A ми < h (\В2”), так что можно считать, что 
(т”Ву")’ определено); 
5) (у"ал^)’ = {y"z"}; 
x (a* Bz) = (28*2^)’ = 2x: (p2) — (Взх^)’, где № (2^В=) 
h (В) +2. (Заметим, что (В22”)’ уже определено в силу 3), 
4), 5).) 
Меняя ролями 2 и у, а еще четыре правила ин- 
дуктивного определения 5’) — 
Через А, обозначим Ф- о в 4, порожденный 
множеством Sı. Ясно, что отображение & —> Q продол- 
жается до гомоморфизма Á, в J, как Ф-модулей, 


~ 
T 
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Далее, для любых элементов а, БЕ А определим one- 
рации 


[0] = (@-+а*), (38) 
аб =а © = (ab+ab*+ba+b*a), (39) 


где через © обозначается, как обычно, умножение в алгеб- 
ре 4‹». Отметим, что операция o, вообще говоря, неком- 
мутативна. В силу теоремы 3 отображение а => [а] является 
эпвлорфизмом алгебры А на свободную специальную 
йорданову алгебру SJ [х, у, zl; при этом если а Е SJ [х, у, 
zl, TO [а] = а. | 

Лемма 9. Для любых а, БЕ А справедливо равенство 

lao b] = [а] © [6]. 

Доказательство. В силу (38) и (39) [ао В] = 

1 1 
= 5 {а © [b] + (а © [b] *}= 5 (а © [b]+a* © [b])=[a] © [b]. 
Лемма доказана. 

Теорема Ширшова. Бсякая йорданова алгебра 
от двух порождающих специальна. 

Доказательство. Ввиду теоремы 6 достаточно 
доказать, что алгебры J [x, y] и SJ [х, y] изоморфны. 
Обозначим через ф ограничение отображения ан>а’ 
на множестве SJ [х, y]. Ясно, что ф отображает SJ [х, у] 
в [5х y] и является гомоморфизмом Ф-модулей. Пока- 
жем, что ф — изоморфизм SJ [х, у] на J [х, yl. 

В силу определения отображения ’ индукцией по BHI- 
соте слова © Е 5, легко показать, что (&*)’ = а’. Поэтому 
для любого a € А: 

aS = а’ | (40) 


и, следовательно, 
[а = а’. (41) 


Теперь для любых а, b E€ SJ [1, y] в силу (41) и леммы 9 
имеем ф (aOb) = (a0 b)" = ([а]9[6])’ = [а°ё|’ = (ao by. 
С другой стороны, ф (а):ф (b) = a'-b'. Значит, для того 
чтобы отображение ф было гомоморфизмом, необходимо 
и достаточно выполнения соотношения 


(ao b)’ ne а’. 5’ 
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для любых а, b E€ SJ [1, у]. Это соотношение мы докажем 
позднее в основной лемме, а сейчас завершим доказатель- 
ство теоремы. Мы имеем гомоморфизм ф: SJ [х, у|-— 
— Т[х, y] такой, что ф (x) = xz, ф (y) = у. Заметим, что 
если элементы M, п E J [х, y] имеют прообразы, т. e. т = 
= р’, п = Q для некоторых р, q E SJ [х, y], то и элемент 
т.п имеет прообраз — элемент род, так как 
ф (ро9) = ф(р)-ф (9) = pq = mn. 

Отсюда вытекает, что ф — сюръективный гомоморфизм. 
_ Однако имеется канонический гомоморфизм n: J [х, y] — 
— SJ [x, yl], при котором л (5) = x, n (у) = у. Отображе- 
ния NG и фл тождественны на SJ [х, y] и J [х, у]. Следова- 
тельно, л и ф — изоморфизмы, что и требовалось дока- 
зать. 

Лемма 10. Пусть n: Т[х, у, 2 > SJ [х, y, zl — 
канонический гомоморфизм. Тогда для любого а Е A, спра- 
ведливо равенство 


n (a) =.lal. 


Доказательство. Достаточно, очевидно, goka- 
зать утверждение леммы в случае, когда а = @ — слово 
от 2, у, 2. Если h (œ) = 1, то все ясно. Предположим Te- 
перь, что лемма верна для всех слов меньшей высоты, 
и рассмотрим возможные случаи: 


па-=-ада в а = Ве) = h (œa) = 1. Тогда 
n (a) = n (9:45) = мочь = laa] = lal; 


2) а = q? Bx”. В этом случае по определению отобра- 
женияй Q > и предположению индукции 


P (а) ua (x! | (Вд”)' za (<*p)' (дп — qtr. B’) = 
=q" © [Ва"] + [42°] © 2” — 1" © [В] = 
= $ (2' pa" авиа) айва” = [a]. 
3) a = ypz”. Тогда имеем 
л (æ') = 2 {y [P] 2”} — l2” py"] = 
= y? [B] z” + z” [B] y? — [x"By"] = 
вату) = а = [a]. 
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4) «= 2. В силу уже рассмотренного случая имеем 
n (о) = 22" © [pz] — [Вад] = 5 (2”Bz + zp*2") = [а] = la]. 


Оставшиеся случаи рассматриваются аналогично. Лем- 
ма доказана. 

Следствие. Пусть а, b, ab Е A, причем a'-b' = c 
для некоторого c Е A. Тогда a'-b' = (aobY. 

Доказательство. Применяя гомоморфизм л 
к равенству а’.6’ = с’, получим [а] ©[6] = [c]. Теперь 
в силу леммы 9 и равенства (41) получаем 


аб ==” == [2] (шоб = laeb] = (aob). 


Следствие доказано. 
Основная лемма (Ширшов). Для любых 
a, b E€ А, таких, что ab Е A, справедливо соотношение 


(о а. 


Доказательство. Пусть f, ЕТ [х, у, zl. 
Будем писать f = g, если f — g =h для некоторого 
h Е А.. В силу следствия леммы 10 нам достаточно moka- 
зать, что для любых а, b € Á, таких, что ab Е A, cupa- 
ведливо соотношение a.-b’ = 0. Ясно также, что это 
соотношение достаточно доказать в случае, когда а 
и b — ассоциативные слова из S4. Мы будем говорить, что 
слово & больше слова В, если % содержит д, а В его не co- 
держит, либо если % и В не содержат z n h (œ) >h (р). 

Итак, пусть а = @, b = В — ассоциативные слова, 
удовлетворяющие условиям основной леммы. Сформули- 
руем три индуктивных предположения: 

1) лемма справедлива для слов Qy и B4, если h (œ) + 
+ h (B) < h (a) + h (B); 

2) лемма справедлива для слов 0 и В+, если h (œi) + 
+ A (B1) = k (<) + h (P), d (а) + а (В!) < 4 (а) + d (P). 

Основанием первого индуктивного предположения 
является очевидная справедливость леммы для суммы вы- 
сот, равной 2. Основанием второго индуктивного пред- 
положения служит первое индуктивное предположение, 
так как уменьшение суммы степеней приведет в конечном 
итоге к уменьшению суммы высот. 

3) лемма справедлива для слов Qy и В, если k (œ) + 


+ h (B1) = h (œ) + h (В), d (a1) + а (В!) = d (а) + d (В) и 


, 
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высота меньшего из слов 01, В, меньше высоты меньшего 
из слов Q, В. 

Последнее индуктивное предположение будет обосно- 
вано ниже, где будет показано, что лемма справедлива, 
если высота меньшего из слов ©, В меньше 3. А сейчас 
завершим доказательство основной леммы. 

Пусть В меньше œ ий (В) > 2. Тогда, как легко видеть 
из определения отображения’, 

B’ = 0; (61-4;) -e+ У oja" y", 
l 


7 


где Or ЕФ, с,, di, e E S, В (c:) Е В (di) + № (е;) = № (В). 
В силу линейности всех операций достаточно доказать 
справедливость леммы, рассматривая вместо В’ элементы 
В, = (с’.4’).е’ или Ba = 2^-у°. 

Основание третьего индуктивного предположения дает 
нам 


a В (и) == 0. 
Далее, ввиду тождества (22) и предположения индукции 3) 
и = a(d) e) = — (lae) e) d — 
A ((&’.4’)е’).с' —- (a-c) (d'-e) -+ 
+ (м. а’): (ee) + a e) (с'. 4’) = 
— — {((0ю с) o e) o d — ((a o d) o e) o c + (œ o c)o(doe) + 
+ (хо d) o (сое) + (&@ ° e) o (c o d) Y= 0. 
Таким образом, по модулю индуктивного предположе- 
ния 9) лемма доказана. 
Прежде чем приступить к обоснованию индуктивного 
предположения 3), установим одно полезное соотношение. 


Пусть а, c E SJ |1, у, 2], b Е Ass [х, у, zl; тогда имеет 
место равенство 


{абс} = (Боа) ос + (Бос) o a — Бо (c o a). 
Действительно, по определению операции о имеем равенство 
оу = © ly], откуда, ввиду того что [а] = a, [с] = c 
и [4°с| =а © с, получаем 
{абс} = Боос Од Фа-—во(соа) = 

= (Боа) эс + (Бос) оа — bo(coa). 
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Если пары элементов (boa, с), (Бос, а) и (b, coa) ma- 
ходятся в условиях индуктивных предположений, то из 
полученного соотношения следует равенство 


{абс} = {a' b'e}. | (42) 
Действительно, в этом случае имеем 
{абс} = ((Боа) ос + (Бос) оа — Бо (aoc) = 
= (5’-а')- с’ + (b'c) а’ — b' (a'c) = {ас}. 

Доказательство основания индуктивного предположе 
ния 3) разбивается на ряд случаев. Ниже всюду h (a) = 
= (4) - 2. 

1-й случай. © = zys”, В = z. 

Будем считать, что $ > т. Это не ограничивает общно- 
сти, так как в противном случае, ввиду (40), вместо Œ мож- 
но рассмотреть &*. Проведем индукцию по $ -- т. Если 
s + т = 1, то одно из чисел $, т равно 0, и мы попадаем 
в условия индуктивного предположения 1). Таким обра- 
зом, основание для индукции есть; совершим теперь 
индуктивный переход. Используя индуктивные предпо- 
ложения 1) и 2) и формулу (42), а также тождества (37) 
и (28), получаем 


а, : p’ = (rê ya™)' -qt A {a™ (25y) gy . qt Нез 
ра ат 
Е ((2°—" у)’ д”) | дтн L ((2°—ту)’ тт) . 1" — (1°б—ту)’ „латы — 
=? (15y) д”) д" s0 ((15™y) P д") „дтн вы 
ух" + 25)’ -£ ИИ") о. 
откуда по предположению индукции Q.B == 0. 
2-й случай. œ = 1"уу", р = zt. 


а) у = 2. В этом случае по определению операции о 
и отображения ’и в силу (35) и (28) получаем 


a'-B'— (aop) = 


= ("zy") . xt => (текут)! _- (дтрутай)' ыы 


s-m m+t 


= (5 = (x 


NA {z"zy"} Г qt НИ > (27 уп} И 


—5 =". (zy”x*)' —> (aray a ааа (ze y”) хе 
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1 1 1 
= (х7ву"} . xt о {at zy") d 5 {2'2у"} . д" — 


— 2”. (27°. (84 ")) +5 a- (в-у") — 
1 1 
а” (z: y”) 2" (а (аут) ат (внут) =0. 
В случае, когда слово Y отсутствует, рассуждаем анало- 
гично; при этом доказательство только упрощается. 
6) y = 5, Y — непустое слово. В этом случае h (у’ух") < 
< h (х"уу"), поэтому по индуктивному предположению 1) 
а’. p’ a (yy) -xt A 
== (ту у”) . xÉ — (y yr”) ga =? {ay y} at. (43) 
С другой стороны, если h (176х”) = h (8) + 2 = h (a) + 


-- A (В), то по определению отображения ’и индуктивно- 
му предположению 1) имеем 


(LS) -x° = (1767) — 7. (67) д". O == — 2". (65")'. 
(44) 
Следовательно, ©’.В” = ("yy") -xt == — x”. (yy"xz*)', oT- 


куда по определению опёрации o и индуктивному пред- 
положению 1) получаем 


24”. ((1у") o 2°)! +a". (ту")' = 

= — 22". (а. (у) +2" {ут} — 2" (уу) = 

= — 2a" . (x*. (yy”) ) + 22". {2' уу}. 
Складывая полученное соотношение с (43), получим в силу 
(35) и (28) 
a'-B' = {14y} -aH ay у" ата”. (a (y) = 
= {aty y} {2 (y y") t} — 2". (x. (ду")') = 
= {2” (y o y”) x} — "(17° . (yy”)') = 

а" (Y y) r} — i a. (рут), = a". (af (уу!) = 

=a". (утра) =g a (ay y Hy ra) = 5 а". (ay). 


Так как h (a) = h (y) + 2, то либо y = У, либо y = 
= 1". Таким образом, либо по 1-му индуктивному 
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предположению, либо по случаю 1) имеем @а’.В’ == 
1 мт E Nna N’ 

= 7f . (2'у’у)’ = 0. 
3-й случай. g = "уз, В =". 
Если y — пустое слово, то согласно (28) имеем 


a’ P к (aop) Ses (х" Z) | "— (тат -+ gtg)’ > 


Если же y — не пустое слово, то получаем в силу (44) 
и первых двух случаев 


о’ В” = ("yzy r” = — хх”. + =Q. 


4-й случай. а = r"ys"; В =y 
Заметим вначале, что если слово Š Ар n h (26 у") = 
= h (6) + 2, то по определению отображения ” 


2 (2°6’у"} = (2"бу")' + (у"ба")' = 0. (45) 


Далее, в силу (40) мы без ограничения общности можем 
считать, что т > n. Теперь в силу индуктивного Mpeg- 
положения 2) и соотношений (42), (36) и (45) получаем 


а’. В’ = (aya) , =” (2y) gry ду” (nay 2”) A y'= 
ER Чи" (2 (хп) И A о T (x". ("yY") y*} ыы 
= — ту 1) +2 {a" (тт) са" = 
= —{y' (1y) £) + {y (ay) i ig 
+ {y (an Tyry pi ZR {y (1 дт-п пд") ga. 


Обозначим для удобства m — n через k. Для завершения 
доказательства достаточно теперь доказать соотношение 


{у (a"ya")' z") == 0. (46) 


Проведем индукцию по А + п. Если k + п = 1, то либо 
k = 0, либо п = 0, и (46) следует из (45). Предположим 
теперь, что (46) верно при А’ + п’ < k + п. Можно cun- 
тать, что А > п. В силу индуктивного предположения 2) 
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и соотношений (42), (34) и (45) получаем 
о = {y {2" (114) "Y ми 
= {y {2" (2y) апт = 2 {20 (7. (2) у} — 
— {опт (x atia)” у} = Е, {и ((x k-n у ay a — 
—{y' (1 k-n y)’ gem y q” y)’ дп+т) -- 

НН eyr y ат у" (ди a an, 
откуда по предположению индукции (46) справедливо. 
Таким образом, и в 4-м случае лемма верна. 

5-й случай. а = zyz, B = y”. 
В этом случае по определению отображения ’ имеем 
2a" -B' =2 (2^2)' y” = (y”a" yz) (2^улу")' = 0, 
и все доказано. 
6-й спучаи сое Ви" 
Применяя уже рассмотренные случаи, получаем, вви- 


у (46), 
aB аа”) (ут) = (2a) (и ат) = 
=—{y' (“уд”) ат} (аа a + 
+ ((27'2")'. 2”). у’ ==0, 
что M требовалось доказать. 
7й случай. œ = 2^у", В = у" 


Применяя вновь ранее рассмотренные случаи, полу- 
чаем в силу (45) 
1 Q! Rag N m 
о’ В = (aë yy") (y ™) = — {y (awy) ат) 
Rag NAF t т 
Ha yy) 2”) yt + (ayy) у) a = 0, 
что и требовалось доказать. 

Аналогично рассматривается случай, когда © = zyz, 
В = ух”. 

Рассмотренные случаи вместе с получающимися из них 
при помощи перемены ролей порождающих х иу или же 
замены слова Œ словом @&* оправдывают индуктивное 
предположение 3). Этим завершается доказательство 
основной леммы. 

Следствие 1. Пусть Л, — подмодуль алгебры 
J [х, у, zl, состоящий из элементов степени <1 по z, и 

n: J [z, y, zl — SJ lz, y, zl 
— канонический гомоморфизм. Тогда Kern N Jı = (0). 


Т В. А. Жевлаков и др. 
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Доказательство. Пусть SJ = А, 0 ЭЛ}, у, 2], 
тогда как легко видеть, N (Jı) = 5/,. Обозначим через p 
ограничение отображения а--> а’ на множестве 5./.. Для 
любого & Е SJ} по nemme 10 имеем л (ф (а)) = л (а') = 
= [а] = а. Отсюда следует, что для доказательства след- 
ствия остается показать, что ф отображает SJ; на J4. 
Это устанавливается так же, как и в доказательстве 
теоремы Ширшова. 

Следствие 2 (Ширшов— Макдональд). 
Если неассоциативный многочлен f (£4, хо, хз) степени <1 
по хз является тождеством во всякой специальной йордано- 
вой алгебре, то он является тождеством, для всех йордано- 
вых алгебр. 

Доказательство. Достаточно показать, что 
f (x, y, =) = 0 B свободной йордановой алгебре J [х, у, zl. 
По условию f(z, y, 25) Е Kern N Jı. Поэтому в силу 
следствия 1 f(x, у, 2) = 0. Следствие доказано. 

Утверждение этого следствия, когда степень многочле- 
на f по х. равна нулю, принадлежит Ширшову; когда она 
равна единице, — Макдональду. Для степени 2 по z} 
утверждение следствия неверно. Это показал Глени (см. 
упражнения). 

Результат Макдональда можно переформулировать 
в следующей форме. 

Следствие 3. Путь Ja = J iz, yl, Л. = 
s es y Zh Sda = SI Te, yh Sda = 0,8: Tola 
отображение R, > Run продолжается 00 изоморфизма 


П: Вл (J3) > RS) (5). 


Доказательство. Определим отображение П 
следующим образом: 


DE 
(D Rup Rug o Run) 5D Ra Ryn + Rag 


Условие гомоморфности для П очевидно; в проверке 
нуждается только корректность определения. Пусть 


> Ru, Пи, + -e Аш, С Кегл. 


E М а а-я № т 
Но тогда О=2 2 ut itut р = (z2 Ru, Bu, | Rup) 


и по следствию 1 2 », Ru, Ru; -+ Вы, 
; 


h 0. В силу свободы 
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алгебры J [х, у, Z| окончательно имеем 
1 
> Ви Ви, ооо Ruin — 0, 


что доказывает  изоморфность отображения I. След- 


ствие доказано. 

Интересный результат в данном направлении получен 
Маккриммоном. Он доказал, что если неассоциативный 
многочлен f (x, д", у, у", 2) степени <1 по z обращается 
в нуль во всякой специальной йордановой алгебре при 
подстановке вместо х и у обратимых элементов, вместо L7! 
и у! их обратных *), а вместо Z — любого элемента этой 
специальной алгебры, то этим же свойством многочлен 
f (x, £, у, у", z) обладает в классе всех йордановых 
алгебр. 

Отметим два полезных тождества, которые в силу 
следствия 2 справедливы во всех йордановых алгебрах: 


{ryx} = {x {угу} z}, (47) 
zU (20) = 20,00. (48) 


Последнее тождество носит название тождества Макдо- 
нальда. 

Обозначим через 8, ядро канонического гомоморфизма 
свободной йордановой алгебры J [z], х., ..., Ln] на CBO- 
бодную специальную йорданову алгебру SJ [2], £a, . . ., £n]. 
Теорема Ширшова утверждает, что 8, = (0). Однако Bs 
уже оказывается отличным от нуля; это впервые уста- 
новили Алберт и Пейдж, показав, что алгебра H (С.) 
порождается тремя элементами и не является гомоморфным 
образом никакой специальной йордановой алгебры. Bca- 
кий ненулевой элемент из B, называется $-тождеством. 
Такое название объясняется тем, что если f E Bn, то f есть 
тождество, выполняющееся во всех специальных, но не 
во всех йордановых алгебрах. Из теоремы Алберта — 
Нейджа следует существование 5-тождеств от трех пере- 
менных Z, у, 2. Однако их доказательство не позволяло 
указать ни одного конкретного 3-тождества. Глени, анали- 
зируя доказательство Албёрта и Пейджа, указал ряд 
3-тождеств от трех переменных восьмой и девятой степени. 


*) Определение обратимости элементов для йордановых алгебр 
несколько отлично от обычного. Оно будет дано позднее, в главе 14. 
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Он же показал, что не существует 5-тождеств степени <5 
ни от какого числа переменных. Позднее, с помощью 
ЭВМ Глени установил, что в случае поля характеристи- 
ки 0 5$-тождеств степени <7 также не существует. 


Упражнения 


1. Доказать, что следующие два элемента алгебры J [х, у, z] 
являются 5-тождествами: 


2 {{у {zzz} у} z (ту)} — {у {x {z (ту) z} z} у} — 
— 2{(xy) 2 {x {yzy} х}} + {x {y {z (zy) z} у} z}, 
2 {zzz}. {y {zyz} 2} — 2 {yzy}. {x {zzz} y} — 
— {2 {z {x {yzy} у} z} 2} + {y {z {y {211} z} z} y}. 
Указание. Первое тождество опровергнуть на следующих 
элементах алгебры} H (C3): X = e + e333 Y = ее Z = 
= = + vis T W3, где (u, v, w) = 0; второе на элементах X = 
= ljg, У = еоз, 2 = ща + v13 T Wps где (u, v, w) Æ 0. 
k (Алберт—Пейд 3). Алгебра H (C3) не является гомоморф- 
ным образом специальной йордановой алгебры и не лежит в мно- 
гообразии Var ©. 


3. Свободная йИорданова алгебра J[X], где card (X) > 2, 
является исключительной. 
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ГЛАВА 4 


РАЗРЕШИМОСТЬ И НИЛЬНОТЕНТНОСТЬ 
ПОРДАНОВЫХ АЛГЕБР 


Ассоциативная алгебра называется нильпотентной, 
если для некоторого натурального числа N произведение 
любых п элементов этой алгебры равно нулю. Говоря 
о произведении M элементов неассоциативной алгебры, 
мы должны указать также порядок выполнения операций 
или, что то же самое, расстановку скобок. Может оказать- 
ся, что произведения любых N элементов алгебры равны 
нулю при одной расстановке скобок и отличны от нуля 
при другой. Таким образом, для неассоциативных алгебр 
и, в частности, для йордановых алгебр возникают различ- 
ные варианты понятия нильпотентности. Взаимосвязь 
между ними изучается в данной главе. 


$ 1. Определения и примеры 


Неассоциативная алгебра А называется нильпотент- 
ной, если существует такое натуральное число п, что 
произведение любых N элементов алгебры А с любой 
расстановкой скобок равно нулю. Наименьшее такое число 
называется индексом нильпотентности алгебры А. Алге- 
бра А называется правонильпотентной, если существует 


натуральное число N такое, что а, Ао, А..... Ra, = O, 
и лесонильпотентной, если а\Га,Га, ... Гоп = 0 для лю- 
бых элементов lı, ..., а». Минимальное такое число п 


называется индексом правонильпотентности или соот- 
ветственно левонильпотентности алгебры А. 

Определим индуктивно в алгебре А ряд подмножеств: 
положим А! = A) = Ди А" = А"МА + A”2A? +... 
...- ААП А(т) = Ам-0А. Подмножество А” назы- 
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вается п-й степенью алгебры А. Цепочка подмножеств 


A SA Sa aer к В | a 


есть цепочка идеалов алгебры А. Легко видеть также, что 
цепочка 
А) > 442} 5 м. 


есть цепочка правых идеалов этой алгебры, а если А ком- 
мутативна или антикоммутативна, то эта цепочка состоит 
из идеалов. Алгебра А нильпотентна, если А” = (0) 
для некоторого N, и правонильпотентна, если А (”? = (0). 

Предложение 1. Пусть А — коммутативная 


(антикоммутативная) алгебра. Тогда А” <= AM) для no- 
бого п > 1. Другими словами, если алгебра А правониль- 
потентна индекса п, то она нильпотентна индекса не 
выше 27. 

Доказательство. В силу коммутативности 
(антикоммутативности) алгебры Á 


A= У АА’ < АТА. 
i+j=2" 
i>j 
Тривиальная индукция дает A?” <= А(”), что и доказывает 
предложение. 

Определим еще одну цепочку подмножеств в алгебре Å, 
полагая А“) = A? n А = (А®-5)?. Назовем алгебру А 
разрешимой, если А® = (0) для некоторого п. Мини- 
мальное такое п называется индексом разрешимости 
алгебры А. Члены цепочки 


AS AVSA Spec BAWD у, 


начиная с А“, не являются, вообще говоря, идеалами 
в Å. 

Говорят, что алгебра локально обладает некоторым 
свойством, если этим свойством обладают все ее конечно- 
порожденные подалгебры. Таким образом, вводятся поня- 
тия локальной нильпотентности, локальной разреши- 
мости и т. д. 

Основным результатом данной главы является теорема 
\Жевлакова, утверждающая, что всякая локально разре- 
шимая йорданова алгебра является локально нильпотент- 
ной. Эта теорема будет доказана в третьем параграфе. 
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В заключение этого параграфа мы приведем два примера, 
показывающих, что разрешимые йордановы алгебры могут 
быть ненильпотентными. 

Пример 1 (Жевлаков. Пусть X = {£ £a... 

.. 1, ...} — счетное множество символов. Рассмотрим 
множество слов в алфавите X и назовем слово Li, Zi, - . . Lin 
правильным, если Ц <i <... <in. Множество upa- 
вильных слов линейно упорядочим лексикографически, 
полагая z; > Lj, если i < j, и если и = и, то считаем 
и > и. 

Рассмотрим поле F характеристики + 2,3 и алгебру А 
над F с базисом из правильных слов алфавита X и умно- 
жением на базисе, определенным правилом: если и, и — 
правильные слова, то 


1) usv = ужи; 
2) usv = 0, если min (d (и), а (®)) > 1; 
3) изх; = 0, если z; входит в запись и; 


4) usx; = 0, если d (u)`> 1 un z; >œ u; 
9) Li*£j = хх» если i< j; 


6) uxx; = (—1)° (их;), если не применимы 1)—5). 
Здесь (их;) — правильное слово, образованное всеми буква- 
ми слова и и буквой х;, и если и = Lj, Zj, ...Хр, TO O — 
число инверсий в перестановке (ji, jas ..., т, В. 

В алгебре А справедливо тождество Якоби: 

(а*б)жс + (Бжс)жа + (c+a)xb = 0 (1) 


для любых а, b,c E A. Докажем это. Ясно, что если из 
трех слов а, b, с два имеют длину >>1 или имеют общий 
символ из Х, то (1) справедливо. Аналогично, если 4 (а) > 
>11 u d (b) = d (с) = 1, но либо b > а, либо са, то 
(1) также верно. Оставшиеся два случая: 


а) а = тих, » . . Zins bD = Tj, C = Ip u a >œ>b>c; 
6) a = ti, b = Tj, € = Itp u a >b >c 


проверяются непосредственными вычислениями. 

Докажем теперь, что А — специальная йорданова алге- 
бра. Ввиду (4), в алгебре умножений А (А) для любых 
а, БЕ А справедливо соотношение 


Ложь р: RaRo a RRa- 


Определим теперь на векторном пространстве алгебры 
В (А) другое умножение: ш1:ш., = —2и2.. Легко видеть, 
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что полученная таким образом новая алгебра В (А) также 
ассоциативна. Кроме того, для любых а, bEA в В (А) 
справедливо соотношение 


Raw =-y (RaRo + Вь-В.), 


которое показывает, что отображение ф: А -> R (A), nepe- 


водящее аЕА в R, E R(4), является гомоморфизмом 


алгебры Á в R (A)®. Легко видеть, что ядро ф равно нулю, 
т.е. ф — изоморфизм. Это доказывает’ специальность 
и йордановость алгебры А. | 

Как видно из таблицы умножения, алгебра А разреши- 
ма индекса 2: А“) = (0) и, кроме того, в А справедливо 
тождество 23 = 0, однако А не является нильпотентной, 
так как произведение 

ен от. 

не равно нулю ни для какого п. 

Пример 2 (Шестаков). Пусть М — векторное 
пространство над полем F с базисом {11, La, ..., Iny), 

(М) — его внешняя алгебра и A? (М) — подалгебра 
алгебры A (M), порожденная множеством М. Рассмотрим 
пространство А = A? (М) Ф М и определим умножение 
на Á правилом 


(иж) $ и = ьЛх-илу, 


где и, v€ N° (М), x, y € M. Легко видеть, что алгебра А 
йорданова, разрешима индекса 2, удовлетворяет TOM- 
деству 23° = 0, но не является нильпотентной. 


Упражнения 


1. Доказать, что всякая правонильпотентная (левонильпотент- 
ная) алгебра является разрешимой. 
2. Пусть А — йорданова алгебра. Доказать, что 


A-D = д. 
3. Пусть А — алгебра. Положим Ат = A” n ACHIM = 


= (A®n)”. Назовем алгебру п-разрешимой, если АЯ = (0) для 
некоторого i. Доказать, что если 21 >> п, то 


AD = Дт < д. 


Вывести отсюда эквивалентность всех понятий п-разрешимости меж- 
ду собои. 
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4 (K евлаков). Пусть А — алгебра над произвольным полем 


F с базисом X = {21, х›,...1л,...} и умножением на базисе 
Zi—-j, если >, 
i 0, если i<j. 


Доказать, что алгебра А проста и локально правонильпотентна. 


$ 2. Нормальная форма элементов алгебры умножений 


Пусть J = J [X] — свободная Йорданова Ф-алгебра 
от счетного множества X ={2, Zə, ..., 4, ...} CBO- 
бодных порождающих. Как мы видели в $ 1.3, многообра- 
зие йордановых Ф-алгебр (при наличии элемента !/, в Ф) 
является однородным и для элементов алгебры J коррект- 
но определены понятия однородности и степени. Степень 
одночлена и E J будем обозначать через d (и). 

Всякое выражение вида 


и) = А.В, ... Ва, 
n 


где все а; являются одночленами алгебры J, будем назы- 


вать словом в алгебре правых умножений R (J). Чиело п 
n 


назовем длиной слова ш, а число У, d (а;) — его степенью. 
i= 

Последовательность (h, lo, ..., [, ...), где l; — сум- 
марная степень одночленов а1, lo, ..., An по Zi, назовем 
составом слова ш. 

Допустим теперь, что множество всех одночленов 
алгебры J произвольным образом линейно упорядочено. 
В этом случае слова вида 


вова. 


(Ren может как присутствовать, так и нет), где bi < 
<6.<...< Ш ис <с. <... < Cn, назовем нормалъ- 
ными. 

Лемма 1 (лемма Жевлакова о HOP- 
мальной форме). Всякое слово w Е В (J) представи- 
мо в виде линейной комбинации нормальных слов того же 


k 
состава, что u W, с коэффициентами вида от где k, т EZ. 


Доказательство. Слова длины 1 и 2 являются 
нормальными; проведем индукцию по длине слова W. 
Пусть длина w равна n. Введем на словах длины И из 
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В (Л) лексикографическую упорядоченность, полагая 
В.В, ... В, > RoBo- В 


п») 
если для некоторого [Е {1, 2, ..., п} имеем и; = в; для 
1 < [ри Ш > Ul. 
Допустим, что слово wW = RaRa... На, не является 


нормальным. Тогда оно содержит либо подслово вида 
В.ВьВа, либо подслово вида RaRaRe, где а >> с. В первом 
случае в силу соотношения (3.26) слово W выражается 
через слова меньшей длины того же состава 


w = и’ R, RaRa” = > wR, Rw” + w Ras Raw" —-5 и’ Вазы’ 


и потому представимо в нужном виде по индуктивному 
предположению. 

Во втором случае то же соотношение позволяет пред- 
ставить слово и? следующим образом: 


w = w R,R Rw” = —w' R.R Raw” + 

T w’ (АаьВе не RacRe zí Пье На a Riac» b) w". 
Слово W представлено в виде линейной комбинации слов 
того же состава, находящихся в условиях индуктивного 
предположения, и слова W'R.R, Raw”, которое лексико- 
графически меньше слова W. Ввиду того, что слов фикси- 
рованного состава в R (J) конечное число, описанный 
процесс ликвидации беспорядков конечен. Это означает, 
что через конечное число шагов слово ш представится 
в виде линейной комбинации нормальных слов. 

Лемма доказана. 

Пусть Jn = J [zi, х.,..., Zn] — свободная йордано- 
ва алгебра от порождающих 21, Lə, ..., Zne Она есте- 
ственным образом вкладывается в J, и впредь мы будем 
считать ее подалгеброй алгебры J. 

Лемма 2 (Жевлаков). Для всякого натуралъ- 
ного числа К >21 существует такое число h (п, k), что 
любое слово w Е RI (J a) степени h (п, k) представляется 
в виде линейной комбинации слов того же состава, каждое 
из которых содержит оператор правого умножения на 
одночлен, степени © k. 

Доказательство. Положим по определению 

в—1 
h (п, &) =1--2 >, 7Рь, j» 


1=1 
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где Pa, ; — число различных одночленов из J, степени j. 
Докажем, что число h (n, k) удовлетворяет условиям лем- 
мы. Пусть w Е RI (Ja) имеет степень A (п, k). Упорядочим 
олночлены из J так, чтобы одночлены большей степени 
были больше, и представим W в виде линейной комбинации 
нормальных слов: 


w = >i QW]. 


Покажем, что всякое нормальное слово W; в этом разло- 
жении содержит оператор умножения на одночлен степе- 
ни > k. Предположим противное: пусть. 


Ww = Ry, Re Ros Peg e.. Вы: Вол 


и степени всех одночленов b; и с; строго меньше k. Ввиду 


того, что bi < ba <... < bm, все одночлены b; различны. 
Поэтому 
в-1 
m< > Pr, j» 
J= 


и суммарная степень одночленов b; не превосходит числа 
k—1 
> IE i j° 
jJ=1 


Аналогичные рассуждения справедливы и для одночле- 
нов с;. Следовательно, степень слова W; не превосходит 
k-i 


2 № Ри 
9=14 


Но это число строго меньше k (n, А). Противоречие дока- 
зывает лемму. 

Теорема 1 (Жевлаков). Пусть В — порда- 
нова алгебра и А — ее локально нильпотентная подалгебра. 
Гогда алгебра ВВ (А) локально нильпотентна. 

Доказательство. Пусть {W;, Wa, ..., Wk} — 
произвольное конечное подмножество в АВ (А). В запись 
Wi, Wo, ..., Шь входит лишь конечное число операторов 
Ra, Ra» ... Ran, а Е А. Достаточно показать, что эти 
операторы порождают нильпотентную подалгебру. Рас- 
смотрим подалгебру А. = Á, порожденную элементами 
а, Qo, ..., An. Она нильпотентна некоторого индекса N. 
Покажем, что любое произведение h = h (п, №) операто- 
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ров множества {Ra Ra, ..., Ran} равно нулю. Пусть 
Ва. Ва. Ra; — такое произведение. Рассмотрим. 
11 12 th 
слово W = Re, Rx ... Вх, из RY (Jn). В силу леммы 2 
1 12 th ` 


слово W представляется в виде линейной комбинации слов, 
каждое из которых содержит оператор правого умножения 
на одночлен степени N: 


w= >! слои n.a W 4 (и) > М. 


В частности, действие правой и левой части равенства на 
элемент Zp+ı одинаково: 


’ и 
Tnt = n+ > ajwihRu, (dissata) V] 


Это равенство выполняется в свободной йордановой 
алгебре J. Оно сохранится, если вместо порождающих 
Li, 1.,..., Zn пОоДетТавить элементы dı, Qa, -> + < Mns 
а вместо Z +1 — произвольный элемент b €E B. Ввиду 
нильпотентности алгебры Ао, получим 


Ва. Ra. ... Ra. =0, 
1 12 th 


т.е. Ra, Па, PPA Ra, = 0 B R(B). Теорема доказана. 


Упражнения 


Во всех упражнениях А n B — йордановы алгебры, причем А — 
подалгебра алгебры В. 
1. Доказать, что из конечной порожденности алгебры А сле- 


дует конечная порожденность алгебры ВВ (А). 

2. Доказать, что алгебра А локально нильпотентна тогда 
и только тогда, когда ее алгебра правых умножений R (А) локально 
нильпотентна. 


3. Доказать, что”если А конечномерна, то и АВВ (А) конечно- 
мерна. 

4. Доказать, что все алгебры семейства {ВС (А)}, где А фикси- 
рована, а С пробегает класс всех ее йордановых надалгебр, являют- 
ся гомоморфными образами некоторой алгебры В* (А) этого семей- 
ства. Какова алгебра А* (А), если А — алгебра с нулевым умно- 
жением? 

Указание. Для доказательства существования алгебры 
В* (А) воспользоваться конструкцией свободных произведений 
алгебр (см., например, Мальцев А. M., Алгебраические системы, 
«Наука», 1970, стр. 306). 
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$ 8. Теорема Жевлакова 


Для многих целей в иордановой алгебре А вместо 
цепочки подмножеств AC) удобно рассматривать цепочку 


А > АМ15 415... 5 А... 


где ALN] = A? и А+ = (4113. Эта цепочка является 
в йордановой алгебре А цепочкой идеалов, так как спра- 
ведливо следующее утверждение. 

Лемма 3. Пусть В и С — идеалы ипордановой 
алгебры А. Тогда (ВС) С + BC? — также идеал в А. 
В частности, если Г — идеал в А, то 13 — также идеал. 

Доказательство. Пусть б ЕВ, с аеСс, aCA. 
Тогда по тождеству (3.22) 


[(6с) Та = — (Ба) а] с — b Цас) а] + (bc) (аа) + 
| + (bd) (ас) + (ba) (са) € (ВС) С + ВС*, 
и, далее, в силу (3.24) 
[b (са] а = — [b (ас) а — [b (ad)| с + (bc) (ad) + 
+ (bd) (ac) + (ba) (cd) € (BC) C + BC. 


Мы видим, что (ВС) С + BC? — идеал в A, и лемма goka- 
зана. 

Лемма 4. В произвольной алгебре А справедливы 
включения 

ACD = АЕ = А®, 
так что «кубическая разрешимость» эквивалентна обычной 
разрешимости. B ипордановой алгебре А всякий ненулевой 
разрешимый идеал Г содержит ненулевой нильпотентный 
идеал алгебры А. 

Доказательство. Первое утверждение леммы 
доказывается очевидной индукцией. Допустим теперь, что 
в Йордановой алгебре А имеется разрешимый идеал T. 
Если n — индекс его разрешимости, то в силу первого 
утверждения леммы /Г1 = (0). Однако в цепочке 


TaS anae) 


все члены являются идеалами и для некоторого члена Q 
этой цепочки Q? = (0), но О (0). Лемма доказана. 

Лемма 5 (Жевлаков). Для любых двух нату- 
ральных чисел т и п существует число f (n, т) такое, 
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что для всякой йордановой алгебры А с п порождающими 


Доказательство. Достаточно доказать лемму 
в случае, когда А = J, — свободная йорданова алгебра 
с п порождающими; это же число f (п, т) будет годиться 
и в общем случае. Ввиду того, что АЗ = AH], имеем 
f (п, 1) = 3, что дает нам основание для индукции по т. 
Допустим, что число f (п, т — 1) найдено. Пусть 
(п, т-1) 
= Ži P; 
есть число различных одночленов степени <] (n, m — 1) 
B J, ий — функция из леммы 2. Докажем, что в качестве 
f (п, т) можно взять число 2N, где 


№ = f (n, т — 1) + (М-2 № (n, f (n, m — 1). 
В силу предложения 1 нам достаточно доказать, что 
AM) œ Am 
Рассмотрим произвольный элемент из Á(N?); он является 


суммой одночленов вида аш, где a E A и w — слово из 
В (А) длины N — 1. Разобъем слово w на подслова: 


так, чтобы длина слова и, была равна f(n, т — 1) — 1, 
а длины остальных равнялись числу h (п, f (n, т — 1)). 


Применяя к словам Wi, Wa, ..., Шм+о лемму 2, можем 
считать, что слово WW ... Шы+о содержит М - 2 опера- 
тора Ru, Ни,, ..., Пим.» где а (u;i) >} (п, т — 1) и, 


следовательно, и; Е 4-11. Заметим также, что Ug = 
= aw Е А"-11, так как а (aw) = f (n, т — 1). Нам пред- 
стоит теперь доказать, что всякий одночлен вида 

b = оо Ru wi Ви, ... Фм+1Аи, ШМ+2 
а; Е А, причем 


М+2 


[m] ER 
лежит в Á `, где ws = Ra Ra, -o Ragg 


без ограничения общности можем считать, что aij 6 ATH 
и, в частности, 4 (а;;) < f(n, m— 1). 

Покажем, что все w3, где s = 1, 2,..., М + 1, можно 
считать либо пустыми, либо состоящими из одного опера- 
тора. Действительно, если wi = Wi Ra, Ra, то согласно 
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(3.26) подслово Ra, Ra,Ru, можно заменить на сумму 
И Ли,Ва,Ва, т П(аила, и Па,а,Ви, af Пои,Ва, S Rau, Pa, ? 
в результате чего слово WoRu, Wi Ru, ... Rup, M+2 пред- 
ставится в виде линейной комбинации слов такого же 
вида, но с меньшей длиной подслова, стоящего между 
первым и вторым операторами вида R,, где u Е Ат-11. 
Последовательное применение таких преобразований 
позволяет сократить длину этого подслова до нужной 
величины. Те же операции проделаем со словами и, 
... ФМ. , 
Рассмотрим случай, когда одно слово из Wi, Wa, ... 
.. Фм+1 является пустым, например, ws. Тогда, так 
как АТ-!] и А] — идеалы в А, имеем 
BEG 57 r [m-i] [m] 
b= Uowo Ru, wi ооо Wws-1Ru Ru., e o o a (A p= A ° 
Осталось рассмотреть случай, когда слова Wi, Ws, 
.. Шм-1 состоят из одного оператора: и; = Ra, np 


= 1, 2,..., M +1, иа (а) <fn, m — 1). Имеем 
b = ugoWwo Ru, Ra, ... Ru R R 


M+1 ĈM+1 ЧМ+2 


Преобразуем b по тождеству (3.25). Тогда в силу goka- 
занного выше получим | 


a ( e o o | ооо 7 RER 
b 10120 Ru На, Ви, На, „Ви, 2 WM+2 
agag u wi о оо R R R R R e o o W т b' 
ow o и; Qizi Ui+i а; Uito М+2 | ? 


где b'g Alml Значит, перемена мест операторов Ra, 
и Ra, с точностью до слагаемых из АГ" меняет знак 


элемента b. Заметим теперь, что среди одночленов Qy, 45,... 

.. @м+1 найдутся два одинаковых. Действительно, 
4 (ai) < f (n, т — 1), а М — число различных одночле- 
нов из J, степени < f(n, т — 1). Наличие двух одина- 
ковых одночленов влечет теперь, что 2b С Alm], откуда 
следует, что БЕ Am]. На этом доказательство леммы 
‚заканчивается. 

Теорема 2 (Жевлаков). Bcakaa разрешимая 
конечнопорожденная йорданова алгебра нильпотентна. 

Доказательство. Пусть йорданова алгебра А 
разрешима индекса т и имеет п порождающих. В силу 
леммы 4 имеем Alm] = (0), a B силу леммы 5 отсюда BHITE- 
кает, что А7@, т) = (0). Теорема доказана. 


№@м+2. 
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Следствие. Бсякая локально разрешимая ийорда- 
нова алгебра локально нильпотентна. 

Другой способ доказательства теоремы 2, предложен- 
ный Шестаковым, приводится в упражнениях к этому 


параграфу. 


Упражнения 


1. Пусть А — алгебра, Г — идеал в А. Доказать, что если идеал 


I нильпотентен, то и алгебра В^ (Г) нильпотентна. 
2. Пусть А — йорданова алгебра, Г — идеал алгебры А такой, 
что A? < Ги А = I+ Dv, где vE A. Доказать, что 


[В (А)В = RÂ (I) + ВА (Т).В (А). 


3. Доказать, что в условиях упражнения 2 нильпотентность 
идеала / влечет нильпотентность алгебры А. 

4. Пусть А — конечнопорожденная йорданова алгебра. Дока- 
зать, что нильпотентность А? влечет нильпотентность всей алгеб- 
ры 4. 

5. Доказать, что если йорданова алгебра А конечнопорождена, 
то и алгебра А? является конечнопорожденной. 

Указание. Сначала доказать это утверждение для свобод- 
ной Иордановой алгебры J с тем же числом порождающих, для 


чего установить существование числа М такого, что JÙ <= (./2)3, 
и воспользоваться однородностью многообразия йордановых алгебр. 
6. Доказать теорему Жевлакова, используя упражнения 4 и 5. 


$ 4. Иордановы ниль-алгебры 


Этот параграф посвящен доказательству следующей 
теоремы. 

Теорема 3 (Алберт — Жевлаков). Лусть 
А — порданова ниль-алгебра над кольцом D, содержащим 
элемент '/.. Гогда если А удовлетворяет условию макси- 
мальности для Ф-подалгебр, то она нильпотентна. 

Доказательство. Все однопорожденные под- 
алгебры в Á нильпотентны, поэтому в силу условия макси- 
мальности в А найдется максимальная нильпотентная 
подалгебра B. Во всякой алгебре с условием максималь- 
ности для подалгебр все подалгебры конечнопорождены, 
следовательно, В конечнопорождена. Более того, так как 
B нильпотентна, она является конечнопорожденным 
Ф-модулем: В = Ф.е +... + D.e. Отсюда следует, что 
в алгебре R (А) правых умножений алгебры А подалгебра 
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ВА (B) порождается операторами Re, ..., Ren и по 
теореме 1 является нильпотентной некоторого индекса т. 

Допустим, что В -Е А. Найдем тогда элемент a Е ANB 
такой, что aB = В. Возьмем произвольный элемент а. 6 
Е ANB. Если он не является искомым, то существует 
элемент bı Е B такой, что а, = аб. 6 B. Если и а, не 
является искомым, то существует 6. E В такой, что а. = 
= qb ¢ B, и т. д. Ввиду того, что для любых b, 
..., bm Е B элемент @Вь ... Rom равен нулю и, сле- 
довательно, принадлежит B, среди элементов Qy, ..., Am1 
обязательно должен найтись искомый элемент а. 

Возможны два случая: 

1. œB = В. В силу предложения 3.2 оператор А+ 


для любого t >21 лежит в подалгебре, порожденной 


операторами R, и Ra, поэтому в этом случае a*B = В 
для любого t > 1. Ввиду нильпотентности элемента а, 
найдется такое р > 1, что а? 6 В, но (aP) Е В. Обозначим 
элемент аР через $. Элемент $ обладает следующими 
свойствами: 


ЕВ, $ЕВ, sB = В. (2) 


2. Существует элемент с Е В такой, что ас 6 В. В этом 
случае мы покажем, что элемент ас удовлетворяет свой- 


ствам (2) и его можно взять в качестве $. В силу тождества 
(3.23) для любого b €E B 


(а) b = —2 [(ab) cla + [а (а] b + 
+ [а (а6)] c + а (bc)l a E B. (3) 
Кроме того, (3.23) дает 
(ac)? = —2{[а (а2с)] с} а + [а (ас)] (ас) + 
+ {а Ца?с) а]} с + {a Ца?е) cl} а. 


Второе и четвертое слагаемые правой части этого равенства 
лежат в В согласно (3). Рассмотрим первое. В силу (3) 


{la (ас)] c} a = {Ка?с) а] с}а = (а? (са)] заЕВ. 
Аналогично имеем 


{а (ас) al} с = {a la? (са)]} с = {a° Цса) а} с ЕВ. 


Итак, (ас)? © В и элемент ас удовлетворяет условиям (2). 
Обозначим его через s. 


8 K. А, Жевлаков и др. 
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Рассмотрим множество В, = В + Ф.$. В силу свойств 
элемента $ В, — подалгебра алгебры А, строго содержа- 
maa B. Ввиду того, что В} <= В, она является разрешимой 
конечнопорожденной алгеброй. По теореме Жевлакова B 
нильпотентна, что противоречит максимальности В. Теоре- 
ма доказана. 

Следствие (Алберт). Бсякая конечномерная 
йорданова ниль-алгебра над полем F характеристики 2 
нильпотентна. 

Результат Алберта можно усилить. Kak показал Mecra- 
ков, всякая йорданова Ф-алгебра, порожденная как Ф-мо- 
дуль конечным множеством нильпотентных элементов, 
является нильпотентной. 


$ 5. Локально нильпотентный радикал 


Локально нильпотентным радикалом алгебры А назы- 
вается такой локально нильпотентный идеал (А), что 
фактор-алгебра А/5 (А) не содержит ненулевых локально 
нильпотентных идеалов. Так как гомоморфный образ 
локально нильпотентной алгебры есть локально ниль- 
потентная алгебра, идеал £ (А) содержит любой другой 
локально нильпотентный идеал алгебры 

В этом параграфе мы покажем, что во всякой йордано- 
вой алгебре локально нильпотентный радикал существует, 
и докажем важную теорему Скосырского о связи локально 
нильпотентного’радикала специальной йордановой алгебры 
с локально нильпотентным радикалом ее ассоциативной 
обертывающей алгебры. 

Лемма 6. Пусть J — конечнопорожденная йорда- 
нова алгебра. Тогда ее идеалы Jl также являются конечно- 
порожденными алгебрамыи. 

Доказательство. Достаточно доказать, что 
J?” — конечно порожденная алгебра. Кроме. того, оче- 
видно, можно считать, что J — свободная йорданова 
алгебра. Пусть, для определенности, J имеет п порож- 


дающих. Тогда по memme 5 JP <= Jl, T, e. всякий 
одночлен и степени © f(n, 2) представляется в виде 


и = > (viw) ti, 
l 
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где Vi, Wi, ti — одночлены из /3. В силу однородности 
многообразия Йордановых алгебр можно считать, что 
а (.;) а (ш;) + а (ti) = d (и) для любого i. Это значит, 
что в качестве порождающих алгебры J? можно взять все 
одночлены V алгебры J, для которых 3 < d (v) < f (n, 2). 
Лемма доказана. 

Лемма 7. Если идеал Г ийордановой алгебры J 
и фактор-алгебра // локально нильпотентны, то и an- 
гебра J локально нильпотентна. 

Доказательство. Пусть Jo — конечнопорож- 
денная подалгебра в J. В силу локальной нильпотент- 
ности фактор-алгебры J/I мы имеем JẸ] < I для некото- 
poro k. Так как / локально нильпотентен, а подалгебра 
J|] конечнопорождена, существует такое число т, что 
(0) = (JẸ) = Лт. Подалгебра Jo является, таким 
образом, разрешимой. По теореме Жевлакова она ниль- 
потентна. Лемма доказана. 

Теорема 4 (Жевлаков). Всякая йорданова 
алгебра имеет локально нильпотентный радикал. 

Доказательство. Рассмотрим в йордановой 
алгебре J сумму 2 (.Л) всех локально нильпотентных 
идеалов. Если L; и L} — два таких идеала, то по второй 
теореме о гомоморфизмах 


Гл + L/L S La La [| Гл, 


откуда в силу леммы 7 следует, что Ly + L, — также 
локально нильпотентный идеал. Легко теперь видеть, что 
сумма конечного числа локально нильпотентных идеалов 
есть локально нильпотентный идеал. Пусть 4, la, ..., b — 
конечное число элементов из L (J). Все эти элементы лежат 
в сумме конечного числа локально нильпотентных идеалов 
и потому порождают нильпотентную подалгебру. Следо- 
вательно, идеал Æ (J) локально нильпотентен. Фактор- 
алгебра J/£ (J) не содержит ненулевых локально ниль- 
потентных идеалов ввиду леммы 7. Значит, £ (J) — 
локально нильпотентный радикал алгебры J. Теорема 
доказана. 

Перейдем к изучению связи локально нильпотентного 
радикала специальной Йордановой алгебры с локально 
нильпотентным радикалом ее ассоциативной оберты- 
вающей. Заметим, что во всякой ассоциативной алгебре 


8* 
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справедливо соотношение 
x (y © 2) = (1O y) z + (x © 2) y {у22}. (4) 


Лемма 8. В св0б0дной ассоциативной алгебре 
Ass [£o, д, ..., Zn] Оля любого однородного йорданова 
многочлена j (£i, ..., Zn) существуют однородные линей- 
ные по т, йордановы многочлены ji (Lo, Li, >.. м), i = 
= 0, 1, ..., n, такие, что 


Loj (Li, -..) Ln) = 
n 
= jo (20, Zis .--, En) + 27 (Lo, Zis .-., En) Zis (5) 
i= 


причем d (jẹ) — 1 = d (j:) = d (j). 

Доказательство. Очевидно, можно считать, 
что j — йорданов одночлен. Проведем индукцию по степе- 
ни d (j) этого одночлена. Если d (j) = 1, то утверждение 
очевидно. Пусть d (j) = m > 2. Тогда j = j © jə где 
d (jh) < т, k=1, 2. В силу соотношения (4) 


10] = To (j1 © ja) = (£o © Л) ja + (№9 ja) ji — {71207 .}. (6 


По предположению индукции для многочлена Zoja пред- 
ставление вида (5) существует. Подставляя в него вместо To 
многочлен т, ©], получим аналогичное представление 
для (1 ©) ]. Таким же образом наличие искомого 
представления для 2%], влечет наличие такого же пред- 
ставления для (£o © jə) ji В силу (6) понятно теперь, 
что и 20] представляется в требуемом виде. Лемма доказана. 

Следствие. Лусть j’ (x), Г (x) — однородные йор- 
дановы многочлены в Ass [11, ..., £n]. Тогда существуют 
однородные йордановы многочлены ji (x), i = 0, 1,..., п, 
такие, что 


7 (2) j" (2) = jo (2) + ХВ (2) ть (7) 


причем а (jo) =d (j) + 14 =d (j') +а(Т). 
Доказательство. По nemme 8 


m а та 


n 
= jo (то, Lis +...) En) F A ji (£o, Fis es., Ln) Ti. 
i= 
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Подставляя в это выражение j’ (x) вместо Zo, мы получим 
соотношение (7). Следствие доказано. 
Лемма 9. Для любого линейного по ху однородного 


йорданова многочлена j (Lo, Li, ..., Ln) и любого одночлена 
V (т, ..., Zn) найдутся линейные по ту однородные йорда- 
новы многочлены ji (Lo, Li, ..., Ln) и полилинейные одно- 
члены Vi (£4, ..., Zn) такие, что 
Ли ат) 
=o (To №1, e. o o9 En) +X ji (£o, Lis e». os Ba) Vi (£1, ооо) Tn); 
4 


причем а (j) + d (v) = d (jo) = d (ji) + d (v:). 

зательство. Проведем индукцию по d (v). 
Если d (v) = 1, то все очевидно. Пусть d (6) = m>1 
и для одночленов меньшей длины все доказано. Введем 
следующее обозначение: будем писать р == д, если разность 
р — q удовлетворяет условиям индуктивного предполо- 
жения. В силу соотношений (5) и (7) ясно, что 


О ETNE AE EEN О ое 50. 
Поэтому 
AEE ETETE ME EER r AE 

S] (Los Tiy ieor by) anoa Baat a i 
Очевидно теперь, что если в одночлене V (£4, ..., Ln) = 
= Zi, - . - Zim @сть две одинаковые переменные, то 
1 (то, Lis e. Ba) V (тт, в. тп) = 0, 

что и требовалось доказать. 

Следствие. Для всякого одночлена и (£i, ..., Ln) 
алгебры Ass |11, ..., Zna] существуют однородные йорда- 
новы многочлены ji (X4, ..., Ln) и полилинейные одночлены, 
и; (11,..., Zn) такие, что 
V (71, PNE — 

= Jo (£4, saes £n) + > li (71, в. Ln) Vi (Z1, #992 En); 
1 


бе d (v) = d (fo) = d (ji) + d (vi). 

Доказательство. Достаточно применить лем- 
му 9 для j (£o, Zi, ..., Zn) = Zo, а потом специализиро- 
вать % в единицу 1 алгебры Ass [2,..., nl”. 
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Предложение 2. Если специальная йорданова 
алгебра J от п порождающих нильпотентна индекса m, 
то ее. ассоциативная обертывающая алгебра А также 
нильпотентна и индекс ее нильпотентности не превосхо- 
дит m + п. 

Доказательство. Если Gj, ..., а, — порож- 
дающие алгебры J, то они порождают и алгебру А. По 
следствию леммы 9, если ассоциативный одночлен 
о (х1,..., Zn) имеет степень, не меньшую чем т + n, 
то и (а1, ..., an) = 0. Следовательно, А”*" = (0). Пред- 
ложение доказано. 

Следствие. Если J — специальная локально HUND- 
потентная йорданова алгебра, то всякая ее ассоциативная 
обертывающая алгебра локально нильпотентна. 

Теорема 5 (Скосырский). Пусть J — cne- 
циальная йорданова алгебра и А — ее ассоциативная обер- 
тывающая. Тогда для их локально нильпотентных радика- 
лов справедливо соотношение 


А 


Доказательство. Включение J N EZ(A) = 
<= L(J) очевидно. Для доказательства обратного вклю- 
чения достаточно показать, что множество Г = £L(J) А# 
является в А локально нильпотентным идеалом. Понятно, 
что / — правый идеал. Для доказательства того, что Г — 
левый идеал, достаточно заметить, что для любых эле- 


ментов д EJ, [Е (Л) 
zl = — м Лох. (8) 


Так как 21 охЕ (Л) и алгебра А порождается MHO- 
жеством J, имеем АХ (Л) = £(J) АЗ, откуда следует, 
что Г — левый идеал в А, а следовательно и идеал. 

Покажем, что этот идеал локально нильпотентен. 
Зафиксируем некоторое множество {aq} порождающих 
алгебры J, а следовательно и алгебры А. Достаточно 
доказать, что любое конечное множество М элементов 
вида lv (ai, ..., а»), где [ пробегает конечное множество 
Lo = %(Л), a V — некоторое множество слов (быть может, 
пустых), порождает в А нильпотентную подалгебру. Отме- 
тим, что в силу леммы 9 все слова V можно считать поли- 
линейными. 
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Для каждого натурального числа р рассмотрим мно- 
жество Lp элементов вида ] (1, а1, ..., а»), где ГЕ Lo, 
a j (£o, Zi, ..., Zk) — линейный по Xo йорданов одночлен 
степени р + 1 с коэффициентом, равным единице. Ясно, 
что Lp = Æ(J). Множества Lp конечны, и потому в силу 
предложения 2 порождают в А нильпотентные подалгебры. 
Пусть £ — индекс нильпотентности подалгебры, порожден- 
ной множеством Lap. Покажем, что произведение любых $ 
элементов из М также равно нулю. Рассмотрим некоторое 
такое произведение: 


би. (бек а Ч) № они ба аа p: 
Выражение в; (dy, ..., а») lo с помощью соотношения (8) 
можно преобразовать в сумму выражений вида 
рр, (Qi, ..., ак), где БЕГ, и — полилинейный одно- 
член. Каждое произведение вида 
lUi Oiar Ah) Da ir ewa) 

можно по лемме 9 представить B виде суммы элементов 
вида [1 (а, ..., а»), где & €E Log, и — полилинейный 
одночлен. Далее этот процесс повторяем, но уже с произ- 
ведением и, (а, ..., ал) (3, ит. д. В конце концов, полу- 


чим представление произведения 6 в виде суммы произ- 
ведений вида 
и 17r n 
bilal, eas НР са ah), 


где l E€ Lap. Наждое из таких произведений равно нулю, 
так как t — индекс нильпотентности подалгебры, MO- 
рожденной множеством Lap. Следовательно, и b = 0. 
Теорема доказана. 

Следствие. Если йорданова алгебра J специалъ- 
на, то и фактор-алгебра JIL (J) также специальна. 

Доказательство. Пусть I — идеал ассоциа- 
тивной обертывающей алгебры А, порожденный MHO- 
жеством (Л). В силу теоремы Скосырского имеет место 
равенство Г Q J = £(J), и специальность фактор-алгебры 
1/56 (J) вытекает из леммы 3.4. Следствие доказано. 
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ГЛАВАБб 
АЛГЕБРЫ С ТОЖДЕСТВЕННЫМИ СООТНОШЕНИЯМИ 


Теория ассоциативных алгебр с тождественными COOT- 
ношениями (Р]-алгебр) к настоящему времени достаточно 
развита и содержит целый ряд различных направлений. 
Настоящая глава посвящена одному из них, возникшему 
в связи с известной проблемой Куроша: «Будет ли всякая 
алгебраическая алгебра локально конечной?» 

Для ассоциативных Р]-алгебр эта проблема была поло- 
жительно решена Левицким и Капланским, которые ис- 
пользовали для ее решения хорошо развитую структурную 
теорию ассоциативных колец. В неассоциативном случае 
эти методы оказались недейственными, ввиду отсутствия 
подходящих структурных результатов. 

Ширшов подошел к проблеме с комбинаторной точки 
зрения. Разработанные им методы позволили ему получить 
не только принципиально новые результаты для acco- 
циативных Р]-алгебр, такие как теорема о высоте, но 
и решить положительно проблему Куроша для альтерна- 
тивных и специальных йордановых Р]-алгебр. 

Изложению этих результатов и посвящена данная 
глава. 


$ 1. Лемма Ширшова 


Рассмотрим ассоциативные слова, образованные из эле- 
ментов некоторого конечного упорядоченного множества 
символов 


д Тон й, м а ба, 
Слово % назовем х,-неразложимым, если оно имеет вид: 
O = Жьжь. Л... где Тины для 1 = 


= 1, 2, ..., $. Представление слова р в виде произведе- 
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ния некоторого числа х,-неразложимых слов назовем 
т,-разложением слова В. Легко видеть, что для слова В 
существует х„-разложение и притом единственное тогда 
и только тогда, когда слово В начинается с символа Lh 
и оканчивается символом, отличным от Zp. 

В множестве всех ассоциативных слов от элементов 
множества А введем частичную упорядоченность: для 
слов 4 и В, имеющих равную длину, положим 0 >> В, если 
это отношение выполняется в лексикографическом смысле. 
В множестве T всех х.-неразложимых слов введем линей- 
ный порядок: для слов Q&Q, ВЕТ (не обязательно равной 
длины) положим & >> В, если œ лексикографически боль- 
ше В или если œ — начало слова В. 

Ассоциативное слово Y назовем п-разбиваемым, если 
оно может быть так представлено в виде произведения п 
своих поделов, что при любой нетождественной переста- 
новке этих подслов получаются ассоциативные слова, 
строго меньшие %. 

Например, слово х.ллотоллхоттл, 3-разбиваемо и 
допускает несколько 3-разбиений: 


(L321) (тогохат1) (L21121), (L3L1L2) (тот) (тот), 
(13) (4L L92112) (21117), 
ит. д., слово LV4LoL4L yL тохто не является 2-разбиваемым. 
Слова, допускающие х,-разложение, можно рассматри- 
вать как слова, образованные элементами множества Г. 
В этом случае мы будем называть их Г-словами (в отличие 
от А-слов); аналогично мы будем употреблять термины 
Г-длина и В-длина, подчеркивая, какое множество симво- 
лов рассматривается в качестве множества образующих. 
На множестве всех ассоциативных Г-слов введем частич- 
ную упорядоченность <: для Г-слов œ и В, имеющих 
равную 7Т-длину, œ < В, если œ меньше В в лексикографи- 
ческом смысле как Г-слово. Теперь имеет смысл говорить 
и об п-разбиваемых Г-словах. Поэтому в дальнейшем там, 
где это может вызвать недоразумения, мы будем 
употреблять термины из-разбиваемость и пт-разбиваемость. 
Лемма 1. Пусть a — ассоциативное Т-слово. Тогда 
из его пт-разбиваемости, следует пт-разбиваемость. 
Доказательство. Пусть Q = 091%.... Œn есть 
пт-разбиение слова Q; тогда Œ, Qj, ..., Œn — слова, до- 
пускающие х,-разложение. Из определения п-разбивае- 
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мости следует, что Q > 9:0,... Qin для любой He- 
Т 

тождественной перестановки (ij, is, ..., İn). Легко ви- 

деть, что и для А-слов Q M Qi, 0,... Qin мы имеем Q > 

> Qi, 0,...0:. Поэтому данное пт-разбиение будет 


являться и Ир-разбиением. Лемма доказана. 

Лемма 2. (n — 1)т-разбиваемость слова % влечет 
пк-разбиваемость слова ать. 

Доказательство. Из леммы 1 вытекает cy- 
ществование следующего (п — 1)»-разбиения слова Q: 


Е о TE ETR E EE E 
где z;, x; € R, ti, Æ £p, t=1,2,..., n—i1. 


Покажем, что для слова ах, имеет место следующее 
пр-разбиение: 


есь = (ть) (т... iLp) (та, -o © Жыть)... (Тыл... Zinar). 


В самом деле, любая перестановка подслов слова охь, 
сохраняющая на первом месте (£p), преобразует слово охь 
в слово @Q'Zp, Где слово &’ получается с помощью некоторой 
перестановки подслов в данном (n — 1)»-разбиении сло- 
ва %. Поэтому a > а и ах, > аль. Если же рассматри- 
вать перестановки, смещающие символ Lp с первого места, 
то очевидно, что получающиеся при этом слова будут 
начинаться строго меньшим числом символов £p по сравне- 
нию со словом OL. Поэтому они будут строго меньше сло- 
ва ах». Лемма доказана. 

Лемма 3 (Ширшов). Для любых трех натуралъь- 
ных чисел К, $, п найдется такое натуральное число 
N (k, s, п), что в любом ассоциативном слове длины 
N (k, $, п) от k упорядоченных символов либо встретится $ 
последовательных равных подслов, либо найдется п-разби- 
ваемое подслово. 

Доказательство. Будем рассматривать ac- 
социативные слова от элементов множества А = 
—= {11, Za, ..., Zp}. Легко видеть, что число М (k, $, 1) 
существует для любых К и s. Это дает нам основание для 
индукции по n. Допустим, что число М (k, $ п — 1) 
существует, каковы бы ни были Ки $. Заметим, что число 
N (1, $, п) также существует; это дает нам основание для 
дальнейшей индукции по К. Итак, пусть число 
N (k — 1, s, п) существует — докажем, что существует 
число М (k, $, n). | | 
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Рассмотрим произвольное ассоциативное слово Œ ДЛИНЫ 
SAN (kism и 


Если в начале слова Œ стоит некоторое количество симво- 
лов 7;, отличных от символов Zp, и их число не меньше 
числа М (k — 1, $, п), то выполняется предположение 
индукции по отношению к подслову Q, стоящему в начале 
слова о’ и зависящему лишь от k — 1 порождающего. 
Поэтому мы можем предположить, что длина такого под- 
слова ©, меньше М (k — 1, $, п). В конце слова œ может 
находиться подслово Q” = хьх»... Lp. Мы можем предпо- 
лагать, что длина слова Œ” меньше $, так как в противном 
случае заключение леммы было бы выполнено. Отбросив 
слова Q’ Y @”, если они существуют, мы получим подсло- 
во 01, длина которого больше числа 


EN (=t ви) 


Для слова ©, существует х,-разложение Qy = yg- 

. т. Мы можем, очевидно, предположить, что длина 
каждого х,-неразложимого слова Œu; меньше числа $ + 
+ М (k — 1, $, п), так как в противном случае в таком 
слове нашлось бы или $ последовательных символов Lp, 
или же подслово длины М (k — 1, $, п), не содержащее 
символа Zp. Легко видеть, что существует не более 
ЕМ(-1, 3, 1 различных х),-неразложимых слов при ука- 
занном ограничении на длину. Будем рассматривать сло- 
во ©, как Т-слово. Так как его Г-длина строго больше 
N (kN(k-1,s,n)+s, $, п — 1), то в слове а, найдется или S 
последовательных равных подслов, или же (п — 1)т-раз- 
биваемое поделово В. 

Если выполняется второе предположение, то в силу 
строгого неравенства для ТГ-длины Г-слова Œ) мы можем 
считать, что за подсловом В следует символ Lp. По лемме 2 
подслово Вх, является пв-разбиваемым. Итак, в любом 
случае заключение леммы выполнено. Поэтому полагаем 


N (k, $, п) = 
— [М (&—1, 3, п) [М (Khams s nAi: 


Лемма доказана. 
Лемма 4. Пусть a — ассоциативное слово длины т, 
не представимое в виде В, где В — собственное подслово 
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слова %. Тогда для любого натурального п < т слово а” 
содержит п-разбиваемое подслово. 

Доказательство. Из слова œ при помощи 
циклических перестановок порождающих можно полу- 
чить M слов: Œ = Qo, 0, ..., т. Так как слово % 
не представимо в виде степени своего подслова, то, как 
легко видеть, все полученные слова Œo, 01, ..., Am- 
различны. Предположим, что в лексикографическом смыс- 
ле Qi >а >... >. Очевидно, что каждое из 
слов Œ; можно представить в виде Œ; = U;Ui, где и;ш; = Q. 
Рассмотрим теперь слово 


A 
o Viii Ui LV iUi Vi Ui ee e Итати ты. 
Положим Qi, = И: ДЛЯ k=0, 1, 2, ЕО п—2 
И Qina UiniVinaUins V= Vi; Torga слово @а7 предета- 
вится B виде Q?” = 0 Qi, ... Qin. Гак как начало каждого 
из слов Œ; совпадает со словом Qj и Qi, И О 
то, как легко видеть, слово 0:0, ...0:„_. будет п-раз- 
биваемо. Лемма доказана. 


$ 2. Ассоциативные Р|{-алгебры 


Начнем теперь изучение алгебр, удовлетворяющих по- 
линомиальным тождествам. Пусть Ф — произвольное ас- 
социативно-коммутативное кольцо с единицей 1. Pac- 
смотрим свободную ассоциативную Ф-алгебру Ass [X] 
от множества порождающих X ={21, Zo, ...}. Элемента- 
ми алгебры Ass [X] являются ассоциативные многочлены 
от некоммутирующих переменных 21, La, ... © коэффи- 
циентами из Ф. Элемент f(t, х.,..., Ln) 6 Ass [X] 
назовем допустимым, если хотя бы один из коэффициентов 
при членах высшей степени многочлена f (£i, Lo, ..., Ln) 
равен единице. Пусть теперь А — ассоциативная Ф-ал- 
гебра и M — некоторый Ф-подмодуль алгебры А. Будем 
говорить, что М удовлетворяет допустимому полиномиалъ- 
ному тождеству, если существует такой допустимый эле- 
мент f (£4, х.,..., Ln) 6 Ass [X], что 


f (mı, Moz ees Mp) =0 


для всех My, Mo, ..., Mp E M, 
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Если алгебра А удовлетворяет допустимому полино- 
миальному тождеству f, то алгебру А для краткости будем 
называть Р]-алгеброй. 

Заметим, что если подмодуль M алгебры А удовлетво- 
ряет допустимому полиномиальному тождеству f, то М 
удовлетворяет и допустимому полилинейному тождеству 
той же степени. Действительно, по теореме 1.7 полная 
линеаризация однородной компоненты элемента f, Co- 
держащей выделенный член высшей степени (с коэффи- 
циентом 1), будет являться тождеством на M. Это тож- 
дество и будет искомым допустимым полилинейным TO- 
деством. Ясно, что всякое допустимое полилинейное 
тождество можно записать в виде 


2470... Ln — pa er E IE T ыы (1) 
(i1, Ча, Заз în) 
где Qiii, Е Ф и суммирование справа распространено 
на все перестановки символов 1, 2, ..., N, отличные от 
перестановки (12... n). 

Рассмотрим некоторые простейшие примеры ассоциа- 
тивных Р]-алгебр: 

1) любая коммутативная алгебра А является Р]-ал- 
геброй, так как удовлетворяет тождеству f (5, £a) = 
= Tifa — 2541, 

2) алгебра Ф, матриц порядка 2 X 2 с элементами из P 
удовлетворяет тождеству Холла 


7 (£i, м», 23) = их. — 1571) Lg — Lz (Lil — а). 


3) ниль-алгебра, у которой индексы нильпотентности 
всех элементов ограничены в совокупности некоторым 
числом N, удовлетворяет тождеству f(x) = x”. Будем 
называть такую алгебру ниль-алгеброй ограниченного ин- 
декса. 

Познакомимся теперь с более общими примерами PI- 
алгебр. 

Стандартным многочленом степени N в алгебре Ass [X] 


называется многочлен 


q sgn o 
[z4, .e..3 Bal == > (—1) Toi) + + - on)» 
OoESn 


где о пробегает симметрическую группу Sp, а число 
(—1)31° равно 1 или —1 в зависимости от того, четна 
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подстановка о или нечетна. Заметим, что стандартным 
многочленом степени 2 будет просто коммутатор [21, zal = 
= 41%. — 4.1.; B этом смысле класс алгебр, удовлетво- 
ряющих стандартному многочлену, является обобщением 
класса коммутативных алгебр. 

Следующая лемма показывает, что всякая конечномер- 
ная алгебра является Р]-алгеброй. 

Лемма 5. Если алгебра А является п-порожденным 
Ф-модулем, то А удовлетворяет тождеству |x, ..., |. 

Доказательство. Из определения стандартно- 
го многочлена видно, что он линеен по всем своим пере- 
менным и обращается в нуль, если какие-либо два аргу- 
мента равны. Пусть W, ..., и, — порождающие Ф-моду- 
IA ÁÅ A, ..., ал! — произвольные элементы алгебры А. 
Каждый из элементов Q; мы можем представить в виде 
линейной комбинации элементов Uj, ..., и, © коэффи- 
циентами из Ф. В силу полилинейности многочлена 
[%1,..., Zn] выражение [а,,..., а.-1| будет линей- 
ной комбинацией членов вида |ui, ...., Ui ah где Ui, — 


элементы из множества {и-1, ..., Un}. Но тогда какие-либо 
два аргумента в выражении [и;, ..., и; ‚| обязательно 


совпадут, поэтому оно должно быть равно нулю. Отсюда 
[а1, а., ..., an4] = 0. Лемма доказана. 

Если алгебра А над полем F имеет размерность п, 
то каждый элемент из А удовлетворяет многочлену степе- 
ни n + 1 над F. Это свойство положено в основу опреде- 
ления алгебраической алгебры. Элемент а Ф-алгебры А 
называется алгебраическим над P, если существует такое 
натуральное число N, что а” = 2 a;a', где aœ; ЕФ. 

<п 
Наименьшее такое число п называется степенью алгебраич- 
ности элемента а. Алгебра А называется алгебраической 
над Ф, если каждый элемент алгебры А алгебраичен над Ф; 
если при этом степени алгебраичности элементов алгебры А 
ограничены в совокупности, то А называется алгебраи- 
ческой алгеброй ограниченной степени над Ф. 

Лемма 6. Пусть всякий элемент Ф-подмодуля М 
алгебры А является алгебраическим над Ф, причем степени 
алгебраичности всех элементов из М ограничены в cogo- 
купности. Тогда М удовлетворяет допустимому поли- 
номиальному тождеству. 
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Доказательство. Пусть n — граница степе- 
ней алгебраичности элементов из M. Тогда для любых 
а, БЕ М элемент la”, 6] является линейной комбинацией 
элементов [а”-*, b], ..., [а, b] с коэффициентами из Ф, 
поэтому элементы la”, b], [a”7t, b], ..., [а, b] обращают 
в нуль стандартный многочлен [5\, ..., Zn]. Следователь- 
но, подмодуль M удовлетворяет тождеству 


Е TEE 


которое, как легко видеть, является допустимым. Лемма 
доказана. 

Следствие. Бсякая алгебраическая алгебра oepa- 
ниченной степени над Ф является Р1-алгеброй. 

Пусть теперь Á — ассоциативная алгебра, порожден- 
ная конечным множеством {а1, Qo, ..., ак}. Для всякого 
многочлена f = f (£i, ..., д») свободной ассоциативной 
алгебры Ass [х\, ..., zp] через f = f (a4, ..., а») будем 
обозначать образ элемента f при гомоморфизме алгебры 
Ass [z], . . . zp] на А, переводящем Z; в а.. 

Пусть Y = {fi, f2, ..., fi} — некоторое конечное MHO- 
жество однородных многочленов из Ass [z], .. ., £pl, У = 


= {fis №... fı} и v — одночлен из Ass [z], ..., £pl. 
Допустим, что существует такое натуральное число 4 
и такие ассоциативные одночлены U; (£j, ..., £1) © макси- 
мумом высот, равным q, что в алгебре А 


И и: (fis Ía iseal 


причем каждый элемент U; (fi, fo, ..., fı) имеет тот же 
тип, что и. Наименьшее число 4 с этим свойством назовем 


высотой одночлена и относительно множества У. 
В случае, когда высоты всех одночленов алгебры А 


относительно У ограничены в совокупности некоторым 
натуральным числом h, будем говорить, что А — алгебра 


ограниченной высоты (относительно множества У) и что 
h — высота алгебры А. 

Рассмотрим в качестве примера в свободной ассоциа- 
тивной алгебре Ass [z], х›| одночлен LyL4LoL L 4L LIL L9. 
Этот одночлен имеет высоту 6 относительно множества 
{х., Za} и высоту 1 относительно одноэлементного MHO- 
жества {LLT}. 
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Очевидным примером алгебр ограниченной высоты 
служат конечнопорожденные коммутативные алгебры. 
Действительно, если А — коммутативная алгебра, по- 
рожденная элементами {а1, ..., ARY}, то для любого одно- 
члена v типа li, is, .. ., irl] 

11 12 


и = вага»... а, 


aED, 
T. е. высота всякого одночлена алгебры А относительно 
множества {а1, ..., QR} не превосходит K. 

Как оказалось, всякая конечнопорожденная Р]Г-ал- 
гебра является алгеброй ограниченной высоты. Этот факт 
носит название теоремы о высоте. 

Теорема о высоте (Ширшов. Дусть в ac- 
социативной Ф-алгебре А от множества порождающих 
{а1,..., ак} выполнено допустимое полиномиальное тож- 
дество степени п. Тогда алгебра А имеет ограниченную 


высоту относительно множества У, где У — множество 
всех ассоциативных слов из Ass [х\, ..., Жь| длины, менъ- 
шей п. 

Доказательство. Как уже было замечено, 
мы можем считать, что А удовлетворяет тождеству вида (1). 
Для доказательства теоремы достаточно доказать суще- 
ствование такого числа М = М (n, К), что всякое acco- 
циативное слово $ от элементов Lı, ..., Zp высоты >M 
относительно У содержит п-разбиваемое подслово. Дей- 


ствительно, тогда в алгебре А мы имеем $ = ` @Œ@iSi, THE 
i 


и; € D, $; — слова от 41, ..., Zk ТОГО же состава, что 
и $, строго меньшие $. Если какое-то из слов $; имеет 
высоту >М, то продолжаем процесс. Ввиду его строгой 


монотонности, в конце концов мы получим, что $ = уз 0:5;, 
į 


где каждое из слов S; имеет высоту меньше M относитель- 
но У. 

Согласно лемме 3 существует такое число N = 
= N (k, 2n, п), что всякое ассоциативное слово $ длины IV 
OT Zi, ..., Zk, не содержащее п-разбиваемых подслов, 
содержит подслово вида 92”. Можно считать при этом, 
что слово V не представимо в виде 1%, k > 1; тогда по лем- 
ме 4 длина d (5) слова v меньше п. Из приведенных pac- 
суждений легко следует, что всякое слово от 21, ..., Th 
высоты >N - 2 относительно У, не содержащее и-разби- 
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ваемых подслов, содержит подслово и, вида и = у’, 
rae n œd (v) >d (v), и слово и не является началом 
слова V. Ввиду конечности множества подслов указанного 
вида, для Достаточно большого натурального числа М 
всякое слово высоты >M относительно У, не содержащее 
п-разбиваемых подслов, содержит N равных подслов вида 
г, = 0’ (не обязательно последовательных). Однако 
Yy каждого такого слова существует подслово, п-разбивае- 
мое одним из следующих способов: 


(пущу) (VV Uw?) ... (ги), 


(ищи" т) (иги)... (Vv un), 


в зависимости от того, какое из слов V, и’ лексикографи- 
чески больше. Следовательно, всякое слово, высота кото- 
poro относительно У больше М, содержит п-разбиваемое 
подслово. 

Теорема доказана. 

Следствие 1 (Капланский). Конечнопо- 
рожденная ассоциативная алгебраическая Р]-алгебра А 
над полем F конечномерна. 

Доказательство. Обозначим через V мно- 
жество всех произведений менее чем по N порождающих 
алгебры А, где n — степень тождества. Пусть т — макси- 
MYM степеней алгебраичности элементов множества V n h— 
высота алгебры А относительно V. Тогда алгебра А как 
линейное пространство над F порождается конечным MHO- 
жеством всех произведений менее чем по (т — 1)-п.В 
порождающих. 

Аналогично, из теоремы о высоте выводится 

Следствие 2 (Левицкий). Конечнопорожден- 
ная ассоциативная Р]-алгебра над кольцом Ф, каждый 
элемент которой нильпотентен, является нильпотент- 
ной. 

В частности, всякая ассоциативная ниль-алгебра огра- 
ниченного индекса локально нильпотентна. 

Будем говорить, что алгебра А имеет локально ограни- 
ченную высоту, если каждая ее конечнопорожденная под- 
алгебра есть алгебра ограниченной высоты. 

Следствие 3. Всякая ассоциативная Р1-алгебра 
имеет локально ограниченную высоту. 


9 К. А. Жевлаков и др. 
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$ 3. Алгебраичноеть и локальная конечность 


‚В предыдущем параграфе мы видели, что теоремы 
Капланского и Левицкого, полученные авторами совер- 
шенно разными методами, оказались следствиями одного 
результата. Идейная общность этих теорем становится 
еще более наглядной после рассмотрения следующих 
понятий. 

Зафиксируем для дальнейшего некоторый идеал Z 
кольца Ф. 

Элемент а Ф-алгебры А с ассоциативными степенями 
назовем алгебраическим над Z, если существуют такие 


т-—1 
элементы Z; Е Z и натуральное число т, что а" = 2 2:а'. 
qz= 


Конечнопорожденную Ф-алгебру А назовем конечной 
над Z, если в А существуют такие элементы а1, ао, 
..., Ap, Что для некоторого натурального числа т всякий 


элемент c E A” допускает представление в виде с = 
k 


= » z;a;, где z; ЕЙ. Если в Ф-алгебре В каждая конеч- 
= 

нопорожденная Ф-подалгебра А является конечной над Z, 

то алгебру В назовем локально конечной над Z. 

В частности, когда Z = (0), алгебраические над Z 
элементы — это просто нильпотентные элементы, а ло- 
кальная конечность над Z в этом случае превращается 
в локальную нильпотентность; когда же Z = Фи Ф— 
поле, алгебраичность и локальная конечность над Z mpe- 
вращаются в обычную алгебраичность и локальную конеч- 
номерность над Ф. 

Немедленным следствием теоремы о высоте является 

Теорема 1 (Ширшов). Если в конечнопорож- 
денной ассоциативной Ф-алгебре А с допустимым тож- 
дественным соотношением степени п все произведения 
менее uem по п порождающих алгебраичны над Z, то алгебра 
А конечна над Z. 

Эта теорема содержит теоремы Капланского и Левиц- 
кого в качестве частных случаев. Принципиальное отличие 
ее от последних состоит в том, что условие алгебраичности 
накладывается в ней не на все элементы, а лишь на конеч- 


ное их число. 
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Для дальнейшего изучения понятия локальной конеч- 
ности понадобится следующая лемма. 

Лемма 7. Пусть алгебра А конечнопорождена как 
Ф-модуль. Тогда всякая конечнопорожденная подалгебра В 
алгебры А также является конечнопорожденным Ф-мо- 
дулем. | 


Доказательство. Пусть R ={61,..., bR} — 
множество порождающих алгебры В. По условию суще- 
ствуют такие элементы 4, ..., а, Е А, что А = Фа +... 
... + Pan. В частности, 

n 
7 . 
b: = 2i ir, i=1, Иа: k, 
n 
aiaj = >! Pha, i, j=1, 2; ...) П. 


Пусть Ф, — подкольцо кольца Ф, порожденное MHO- 


жеством {1, $, ¢i;}. По теореме Гильберта (Ленг C., 
Алгебра, «Мир», 1968, стр. 169) D, — нётерово кольцо. 
Рассмотрим Ф,-модуль Áo: 


А, == Фуа: + Ф.а. =- e e o --- Poan. 


Легко видеть, что А, является Ф.-алгеброй, причем 
В =А.. Рассмотрим Ф.-подалгебру Bo = Ao, порожден- 
ную множеством А. Так как Ф,-модуль А, нётеров (как 
конечнопорожденный модуль над нётеровым кольцом P»), 
то В, является конечнопорожденным модулем над Po. 
Для завершения доказательства остается заметить, что 
В = ФВ.. Лемма доказана. 

Лемма 7 является частным случаем следующего ут- 
верждения. 
= Jemma 8. Пусть алгебра А конечна над Z. Гогда А 
локально конечна над Z. 

Доказательство. По условию существуют та- 
кие элементы а,.... а EA и натуральное число т, 
что А” < Za +...- Zan. Пусть В — произвольная 
конечнопорожденная подалгебра алгебры А. Для дока- 
зательства конечности В над Z достаточно, очевидно, 
показать, что В конечнопорождена как Ф-модуль и ал- 
гебра В = В/ЁВ нильпотентна. Ясно, что А является 
конечнопорожденным Ф-модулем. По лемме 7 В также 


9* 
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является конечнопорожденным модулем над Ф. Таким 


образом, остается доказать нильпотентность алгебры В = 
= B/ZB. Обозначим алгебру двусторонних умножений 
МА (В) через В*. Достаточно, очевидно, показать, что 
алгебра В* = B*/ZB* нильпотентна. (Действительно, 
если (В*)* = (0), то, как легко видеть, (В)? = (0).) 
Пусть W — произвольный элемент из В*. Рассмотрим 
элементы а" Е А", i =1,2,..., п. Имеем a;W” = 
= нага. За, те Sy El, та, п. 
Обозначим через 5 матрицу порядка п X n, составленную 
из элементов $;;. Далее, если элемент с © А" представим 


в виде с = 24а +... + да», где Z; € Z, то сопоставим 

ему строку [с] = (21, ..., Zn). Наконец, через â обозна- 
li 

чим столбец! : |. Kak легко видеть, в этих обозначениях 
An 


cW” = [с]. 5.@, где в правой части стоит обычное произ- 
ведение матриц, и сИ/”^" = [с].5".4 для всякого mary- 
рального числа k. По теореме Гамильтона — Konn 
(Ленг С., Алгебра, «Мир», 1968, стр. 446) матрица 5 
является корнем своего характеристического многочлена, 


n—i 

T. e S” = У oS}, где о, € Z. Пусть теперь х — произ- 
в—0 

вольный элемент алгебры А. Рассмотрим 


И’ — (W) W" = [aW Ss a= 


п- 1 п-1 
= У о, [21W]. St-a = У op (1W™) W”? = 
k=0 k=0 
n-i 
=g ( 2; op И"), 
k=0 


откуда, ввиду произвольности элемента Z, получаем 


n—i 


Wnt) — 2 Op И’ т +1, о ЕЙ. 


Итак, И’ € ZB* для любого элемента W Е В*, т. e. 
алгебра В* удовлетворяет допустимому тождественному 


соотношению х”“\Ь = 0. Алгебра B* ассоциативна и, 
ввиду конечной порожденности В над P, имеет конечное 
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число порождающих. По следствию 2 теоремы о высоте 


алгебра B* нильпотентна. Тем самым лемма доказана. 
Ввиду леммы 8 из теоремы 1 легко вытекает 
Теорема` 2. Если в ассоциативной алгебре А с 0o- 
пустимым тождественным соотношением степени п все 
произведения порождающих, содержащие менее п множи- 
телей, алгебраичны nað Z, то алгебра А локально конечна 
над Z. 


Упражнения 


Ниже всюду Ф — произвольное ассоциативно-коммутативное 
кольцо с единицей 1, Z — некоторый идеал кольца Ф. 

1. Пусть А — ассоциативная Ф-алгебра, Г — идеал в А. Дока- 
зать, что если идеал Г и фактор-алгебра А = A/I локально конечны 
над Z, то и А локально конечна над Z. 

2. Доказать, что сумма двух двусторонних локально конечных 
над Z идеалов ассоциативной Ф-алгебры А есть снова локально 
конечный над Z идеал. 

3. Доказать, что во всякой ассоциативной алгебре А существует 
единственный двусторонний локально конечный над Z идеал Фи (А), 
содержащий все двусторонние локально конечные над Z идеалы 


алгебры А и такой, что в фактор-алгебре А = A/Zz (А) нет meny- 
левых двусторонних локально конечных над Z идеалов. 

Идеал £z (А) мы будем называть локально конечным над Z 
радикалом алгебры А. 

4. Доказать, что локально конечный над Z радикал £z(A) 
ассоциативной алгебры А содержит все односторонние локально 
конечные над Z идеалы алгебры А. 


$ 4. Специальные йордановы Р-алгебры 


Рассмотрим вновь свободную ассоциативную Ф-ал- 
гебру Ass [X] от множества порождающих X = {41,х.,...}. 
Элемент h алгебры Ass [X] назовем ]-многочленом, если h 
выражается через элементы множества Х с помощью 
операций сложения, умножения на элементы из Ф, возве- 
дения в квадрат и «квадратичного умножения» LU, = уху. 

Множество всех ]-многочленов обозначим через 7 [Х]. 
Как легко видеть, множество 7 [Х] замкнуто относительно 
йорданова умножения 4 о b = ab + ba. Кроме того, если 
a, b, сЕ7[Х|, то aè, абс + cba Е 7 [Х]. 

Заметим, что если в Ф есть элемент 1/5, то наше опре- 
деление ]-многочлена совпадает с определением, приведен- 
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ным в главе 3. При этом 7 [Х] как множество совпадает 
со свободной специальной Йордановой алгеброй SJ [X]. 
Вернемся вновь к нашему множеству А ={11, Lor... 
... к}, где £; < д; при i< j. Напомним, что через T 
обозначено множество всех х,-неразложимых слов. Ассо- 
циативное слово % от элементов множества А назовем 
особым, если существует однородный по каждому L; ]-мно- 
гочлен ha, старшим словом которого. является слово Q. 
Лемма 9. Всякое Т-слово œ является особым (отно- 
сительно множества В). 


Доказательство. Если Т-длина слова % pas- 
на 1, т. e. 


X= Тьхь ... Lh Llig -Zim 55; r=1, 2,..., M, 
NOA e A EE 
n 


то можно положить 
ham [< (ож) o Zi rsa о. 


Пусть утверждение леммы доказано для Г-слов, Г-дли- 
ны которых меньше n, и Т-длина Т-слова œ равна п. 
Тогда 


= Perty ос. lae БЫ Да 
Se a 


r 


где В — Т-слово, находящееся в условиях предположения 
индукции. Пусть Ag — ]-многочлен, соответствующий сло- 
ву В. Тогда в качестве ha можно взять ]-многочлен 

f T (heth £i + zuzi hep) о Ti,] о.. 3} ° Фут. 
Лемма доказана. 

Пусть теперь А — произвольная ассоциативная Ф-ал- 
гебра, М ={т;} — подмножество алгебры А. Через j [M] 
мы обозначим множество элементов вида h (Mı, ..., Mp), 
где т; Е М, h (£i, ..., ль) Ej [X]. Элементы множества 
j [М] будем называть ]-многочленами от элементов MHO- 
жества М. 

Теорема 3 (Ширшов). Пусть в ассоциативной 
Ф-алгебре А множество }[{а;}| ]-многочленов от mno- 
жества порождающих {а;} удовлетворяет некоторому ĝo- 
пустимому тождественному соотношению. Тогда, если 
всякий элемент множества j [{а,}| является алгебраическим 
над Z, то алгебра А локально конечна над Z 
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Доказательство. В силу леммы 8 достаточно 


доказать, что всякое конечное подмножество А = 
= {а1, ..., а} множества порождающих алгебры А no- 
рождает конечную над  подалгебру. Докажем это YT- 
верждение с помощью индукции по числу порождающих, 
предположив его справедливость в случае, если число 


элементов в R равно k — 1. Рассмотрим наряду с MHO- 


жеством А множество А ={5.,..., Zp} и свободную 
ассоциативную алгебру Ass [В]. Если f = f (21, ..., Жь)— 
ассоциативное слово от Z4, ..., Xp или некоторый много- 


член из Ass [R], то мы, как и раньше, через f обозначим 
соответствующий образ }(а1,..., а») этого элемента 
в алгебре А. Ввиду предположения индукции и алгебраич- 
ности над Z элемента а, существует такое натуральное 
число т, что для всякого т„-неразложимого слова Œ дли- 


ны т в алгебре А имеем Q = 2i 2:0; где Zz; ЕЙ, @i 


слова от £j, ..., Zp меньшей AHHH. Обозначим через To 
множество всех х„-неразложимых слов длины, меньшей т, 
и через У — множество всех Г.-слов Г-длины, меньшей п, 
где  — степень допустимого полиномиального тождества. 
(Заметим, что тождество можно считать имеющим вид (1).) 
Ввиду леммы 9 всякий элемент множества У является 
особым словом (относительно множества А), т. е. для 
всякого элемента V E V существует однородный ]-много- 
член от порождающих 21; старшим членом которого 
является слово V. Зафиксируем для каждого элемента 
и ЕТ по одному соответствующему ]-многочлену й,. Ввиду 
конечности множества V, множество H (V) = {h |6 ЕТ} 
также конечно, причем по условию леммы для каждого 
элемента h, множества H (V) элемент h, является al- 
гебраическим над Z. Рассмотрим теперь А-слово œ А-дли- 
ны mN (К, $, п) + 2m, где К — число элементов в MHO- 
жестве To, $ — максимум степеней алгебраичности над 2 
элементов й,, где й, ЕН (V). (Без ограничения общности 
можно считать, что $ > 2n.) 

Все будет доказано, если мы установим, что эле- 


мент © представим в алгебре А в виде Й-линейной комби- 


нации элементов &;, где и; — А-слова, имеющие А-длину, 
меньшую чем Q, | 
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Пусть œ = œ Pa”, где а’ не содержит Zp, В = £B L, 
i Ak, м’ = Zp£p . . . £p Можно считать, что В-длины 
слов @' и Q” меньше M, так как иначе все было бы доказа- 
но. Тогда А-длина слова В больше mN (К, $, п). Можно 
предположить, далее, что образ каждого из х,-неразложи- 
мых слов, входящих в слово В, не может быть представлен 
в алгебре А в виде й-линейной комбинации образов А-слов 
меньшей А-длины. Каждое такое слово имеет В-длину, 
меньшую т. Следовательно, В является Т.-словом и Г-дли- 
на слова В больше числа М (К, $, п). В силу nemm Зи 4 
мы, как и при доказательстве теоремы 1, получаем, что 
в слове В найдется либо ит-разбиваемое подслово Y, либо 
подслово вида (y), где y — Г.-слово, Г-длина которого 
меньше п. Рассмотрим отдельно обе возможности. 

1. В = В; (y) Be, где Т-длина слова y меньше п. 
В этом случае y’ € V, поэтому существует ]-многочлен 
hy ЕН (V), имеющий у’ своим старшим членом. Вследствие 
выбора числа $ существуют такие элементы Z; E Z, что 
hy = >» ай. Отсюда следует, что в алгебре А образ (y) 

UKS 

слова (y) (а, значит, и образ % слова @) представляется 
в виде Ф-линейной комбинации образов меньших (в лекси- 
кографическом смысле) слов той же А-длины и й-линейной 
комбинации образов слов, имеющих меньшую АВ-длину. 

2. В == Вау Уа . .: В, У. а > ViVi © М, 
если (i, iz, -. - in) = (1, 2,..., п). Пусть y; — crap- 
шие члены ]-многочленов hy, Так как множество 7-много- 
членов от {а;} удовлетворяет соотношению вида (1), про- 


изведение hy hy, . . . Ayn выражается в виде линейной 
комбинации произведений, получающихся из данного 
с помощью перестановки сомножителей. Далее, так как 
старший член произведения есть произведение старших 
членов сомножителей, отсюда следует, что в алгебре А 
образ слова YıYə - > . Yn представляется в виде линейной 
комбинации образов меньших слов той же А-длины. Сле- 


довательно, и элемент © может быть выражен аналогичным 
образом. 

Итак, мы пришли к заключению, что в алгебре А 
образ % слова Œ представим в виде Ф-линейной комбина- 
ции образов слов, имеющих ту же А-длину, но мень- 
ших &, и (-линейной комбинации образов слов меньшей 
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В-длины. Так как убывающая последовательность слов 
равной длины обрывается, то на некотором шаге мы полу- 


чим представление элемента & в виде Й-линейной комбина- 
ции образов слов меньшей А-длины. Теорема доказана. 

Следствие. Шусть в ассоциативной Ф-алгебре А 
всякий ]-многочлен от порождающих является алгебраи- 
ческим над Z, причем степени, алгебраичности, }-многочле- 
нов ограничены в совокупности. Тогда алгебра А локально 
конечна над Z. 


Доказательство вытекает из леммы Ô. 

Пусть теперь в Ф есть элемент */.. Рассмотрим сво- 
бодную йорданову Ф-алгебру J [X] от множества порож- 
дающих X ={2, Zo, -.. Ln ...}. Элемент ГЕ Т[Х] 
назовем существенным, если при естественном гомоморфиз- 
ме алгебры J [X] на свободную специальную йорданову 


алгебру SJ [X] образ f элемента f, рассматриваемый как 
элемент свободной ассоциативной алгебры Ass [X], являет- 
ся допустимым элементом. Пусть теперь J — некоторая 
йорданова Ф-алгебра. Будем говорить, что J удовлетворя- 
ет существенному полиномиальному тождеству, если су- 
ществует такой существенный элемент [(21, ..., Ln) € 
E€ J [X], что f(a, ..., an) = 0 для всех Qj, ..., n EJ. 
Если йорданова алгебра J удовлетворяет существенному 
полиномиальному тождеству f, то алгебру J для крат- 
кости будем называть йордановой Р]-алгеброй и говорить, 
что J удовлетворяет многочлену f. Вот некоторые примеры 
йордановых Р]-алгебр: 


1) любая ассоциативно-коммутативная алгебра являет- 
ся йордановой Р]-алгеброй, так как удовлетворяет суще- 
ственному многочлену f (11, Za, 13) = 4 (т, Zə, 13). Дей- 
ствительно, имеем }(71, Zz, 23) = 4 (10910) © 23 — 
— 20 (£ © x)| = [4%.5, [х, zal] — допустимый элемент; 

2) йорданова алгебра Ф“> матриц порядка 2 xX 2 
с элементами из Ф удовлетворяет существенному много- 
члену f(z, y, 2, г, s) = 128 ((т, у, 2)°, г, s); 

3) йорданова ниль-алгебра индекса п удовлетворяет 
существенному многочлену f(x) = z”. 

Пусть теперь J — некоторая специальная йорданова 
алгебра и А — ассоциативная обертывающая алгебра 
алгебры J. Ясно, что если J — йорданова Р]-алгебра, то J 
как подмодуль алгебры А удовлетворяет некоторому 
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ассоциативному допустимому полиномиальному тождеству. 
Покажем, что справедливо и обратное утверждение. 

Лемма 10. Пусть специальная йорданова алгебра J, 
рассматриваемая как подмодуль ассоциативной алгебры А, 
удовлетворяет ассоциативному допустимому полиномиалэ- 
ному тождеству. Тогда J удовлетворяет и некоторому 
йорданову существенному полиномиальному тождеству, 
т. e. J является йордановой Р]-алгеброй. 

Доказательство. Пусть f (21, ..., Zn) = 0— 
ассоциативное допустимое тождественное соотношение, 
выполняющееся на подмодуле J. Тогда J удовлетворяет 
и многочлену ф (x, у) = f (zyx, ху?х, ..., лу'х). Если 
ф* (т, у) — многочлен, получающийся применением к MHO- 
гочлену ф инволюции * , то J удовлетворяет и многочлену 
p (x, у) =ф (x, y)-ọ* (x, у. Многочлен 1 (x, у) является 
допустимым и симметричен относительно инволюции *; 
следовательно, по теореме 3.3 4p (x, у) Е SJ [x, y]. Пусть 
теперь Po (x, у) Е Т[х, y] — некоторый прообраз элемен- 
та ф (т, y) при каноническом гомоморфизме J [x, y] на 
SJ [х, у]. Тогда ясно, что po (£z, у) — существенный эле- 
мент и что J как йорданова алгебра удовлетворяет TOM- 
деству Po (xz, у) = 0. Лемма доказана. 

Заметим, что множество порождающих {а„} специаль- 
ной йордановой алгебры J порождает и ассоциативную 
обертывающую алгебру А; при этом J как подмножество 
алгебры А совпадает с множеством j [{а„}| всех ]-много- 
членов от {aa}. 

Мы можем теперь переформулировать теорему 3 
и следствие из нее следующим образом: 

Теорема 3’ (Ширшов). Дусть всякий элемент 
специальной йордановой Р]-алгебры J над кольцом Ф ae- 
ляется алгебраическим над Z. Тогда ассоциативная оберты- 
вающая алгебра А алгебры J локально конечна 
над Z. 

Следствие 1. Пусть всякий элемент специаль- 
ной йордановой алгебры J алгебраичен над Z, причем cme- 
пени, алгебраичности, элементов ограничены в совокупности. 
Тогда ее ассоциативная обертывающая алгебра А локально 
конечна над Z. 

Полагая Z = (0), мы получаем также 

Следствие 2. Пусть всякий элемент специальной 
йордановой Р1-алгебры J является нильпотентным. Тогда 
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ее ассоциативная обертывающая алгебра А локально ниль- 
потентна. 

Из теоремы 3’ легко следует 

Теорема 4. Пусть J — специальная йорданова 
Р1-алгебра над кольцом Ð, каждый элемент которой 
алгебраичен над Z. Гогда J локально конечна над Z. 

Доказательство. Пусть Г — некоторая под- 
алгебра алгебры J, порожденная конечным множеством 
элементов В = {b;, ..., bh}. По теореме 3 в ассоциатив- 
ной обертывающей алгебре А алгебры J множество А 
порождает конечную над Z алгебру В. Рассмотрим йорда- 
нову алгебру B®. В силу конечности над Z алгебра В 
(а следовательно, и BH) является конечнопорожденным 
модулем над Ф. Отсюда следует, что BP конечнопорожде- 
на как Ф-алгебра. Ясно теперь, что BP конечна над Z. 
По nemme 8 подалгебра I = BP также конечна над Z. 
В силу произвольности подалгебры Г это означает, что 
алгебра J локально конечна над Z. Теорема доказана. 

Из теоремы 4 для алгебры J легко выводятся утвержде- 
ния, аналогичные следствиям 1 и 2 теоремы 3’. Мы приве- 
дем здесь лишь один очень важный частный случай этих 
утверждений. l 

Следствие. Специальная йорданова ниль-алгебра 
ограниченного индекса локально нильпотентна. 

Заметим, что из соответствующего результата Голода 
для ассоциативных алгебр следует, что ограниченность 
индекса в формулировке следствия существенна (см. 
упражнение 5). 

Вопрос о локальной нильпотентности произвольной 
йордановой ниль-алгебры ограниченного индекса остается 
открытым до сих пор. 


Упражнения 


1. Пусть J = Ф.1-- М — йорданова алгебра симметрической 
билинейной формы f на векторном пространстве М, не обязательно 
конечномерном. Доказать, что J является РГ-алгеброй. 

2. Доказать, что исключительная простая йорданова алгебра 
H (C3) является РТ-алгеброй. 

3. Пусть всякий элемент йордановой Ф-алгебры J алгебраичен 
над Ò, причем степени алгебраичности ограничены в совокупности. 
Доказать, что J является Р]-алгеброй. 

4. Пусть А — коммутативная алгебра с тождеством 23 = 0. 
Доказать, что А — йорданова алгебра, причем А локально нильпо- 
тентна, 
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Указание. Применить следствие 2 теоремы 3’ к алгебре 
правых умножений А (А) и доказать, что она локально нильпо- 
тентна. 

5. Пусть А — ассоциативная Ф-алгебра (1/, Е D), M (А) — 
ее верхний ниль-радикал, Æ (A) — ее локально нильпотентный 
радикал. Доказать, что 


ШГ (А) = Ш (А), L(A =LA). 


Вывести отсюда существование специальной Иордановой ниль- 
алгебры, не являющейся локально нильпотентной. 
Указание. Воспользуйтесь упражнением 3.1.5. 


$ 5. Альтернативные Р]-алгебры 


Прежде чем рассматривать Р]-алгебры, мы установим 
некоторые необходимые нам факты о произвольных альтер- 
нативных алгебрах. 

Предложение 1. Пусть Г, J — идеалы альтер- 
нативной алгебры А. Тогда произведение IJ также являет- _ 
ся идеалом алгебры А. 

Доказательство. Пусть i €E, ]Е /Л.Тогда 
для любого а Е А 

(ij) a = i (ja) + ($ ра) = i (ja) — (i, a, j) ETJ, 
а (ij) = (ai) j — (a, i, j) = (ai) j + (i, a, j) ETJ, 
что и требовалось доказать. 

Пусть теперь 5 и Г — какие-то подмножества альтер- 
нативной алгебры А. Обозначим через {STS} подмодуль 
Ф-модуля А, порожденный всевозможными элементами 
вида sts, где $ Е S, tET. 

Предложение 2. Для любых идеалов Г, J алъ- 
тернативной алгебры А множество {IJI} также является 
идеалом в А. 

Доказательство. Положим {xyz} = (ту) 8-- 
-+ (zy) x = х (у2) + z (yx). Тогда для любых i, # ЕГ, ] ЕЛ 
мы имеем 


и а 
откуда по тождествам Муфанг для любого а Е А 
(iji) а = i [j (1а)] = i [j (ia)l + (ia) (ji) — (ia) (ji) = 
= {ij (ia)} — i (aj) i € {IJI}, 
и аналогично 4 (iji) € {1/1}. Лемма доказана. | 
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Напомним, что для произвольной алгебры А через А# 
обозначается ‘алгебра, полученная формальным присоеди- 
нением единицы к алгебре А. По следствию 2 предложе- 
ния 1.7, если алгебра А альтернативна, то и алгебра А+ 
альтернативна. 

Следствие. Для любого идеала Г альтернативной 
алгебры А множества P (Г) = {ТА#Г} u Т (D = {I1} 
являются идеалами алгебры А, при этом P (D 2 ТО > 
5 (P (F. 

Доказательство. Заметим, что I является 
идеалом и в алгебре А, поэтому по предложению 2 MHO- 
жество P (Г). есть идеал алгебры А+. Но P (Г) = А, поэ- 
тому Р (Г) — идеал алгебры А. Непосредственно из пред- 
ложения 2 следует также, что T (Г) — идеал алгебры A. 
Далее, включение P (Г) > T (Г) очевидно. Остается goka- 
garb включение [P (DP = Т (Г). Будем писать х = y, 
если x — y E T (I). Пусть i,j Е Га, b Е А+. Тогда в силу 
тождеств Муфанг и их линеаризаций имеем 


(iai) (jbj) = {(ia) (ij) (bj)} — (67:0 G- ia) = 
— (61.9 (j- ia) = — b {ji (j-ia)} + (lb (j. ia)l i) j = 
(lb (j-ia)] i) 1 = {b (j-ia) i} j — (li (j- ia) b) j= 
= b [(j-ia) (И + i Ца) (bj)] — 
— (а b) j = b [j (iai) j] + i [j (ia- b) Л =à9. 


Следствие доказано. — 
Пусть Ф [X] — свободная алгебра от множества порож- 
дающих X = {za}. Положим 


(21) = 21, (Tis >- Tn- Tn) = (Tis -.-, бил) Tn 
для п > 1. Неассоциативные слова вида (£i, ..., Lin? 
мы будем называть т:-словами от множества {£}. Если 
в Г-слове V = (Zij; Zi, ..., Ха) индексы упорядочены: 
1 <<... <in то будем называть и правильным 
т.-словом. Далее, г.-словами (правильными тг.-словами) от 
{£a } будем называть неассоциативные слова вида (и, ... 

.. Un), где каждое и; есть г!-слово (соответственно Npa- 
вильное г\-слово) от {х.„}. Если А — произвольная алгебра 
и М = {т;} — подмножество алгебры А, то элементы 
вида (Mi, ..., Та) будем называть г:-словами от MHO- 
жества М. Аналогично определим гГ.-слова от множе- 
ства М. Для полилинейного слова и = V (£i, ..., Zn) 


| Z 
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через (5) мы обозначим правильное т\-слово того же 
состава, что и V; если же слово и не полилинейно, то 
положим (и) = 0. 


Алгебра А называется антиассоциативной, если в А 
справедливо тождество 


(ху) z + x (yz) = 0. 


Лемма 114. Пусть А — антиассоциативная u anmu- 


коммутативная алгебра, V = V (£i, ..., Zn) — произ- 
вольное неассоциативное слово. Тогда для любых элементов 
Qi, ..., n Е А верно равенство 
V (ат, e e o9 an) = + (v (ат, e o oy аи). 
Доказательство. Докажем вначале, что 
7 1 1, 
И (бе ке. ay) =U (Qi ess lah Te. D О 


..., Zn) — какое-то, не обязательно правильное, г\-слово 
того же типа, что и слово V. Будем доказывать это утверж- 
дение индукцией по длине d (v) слова и. Очевидно осно- 
вание индукции: d (v) = 1. Пусть теперь d (5) = n>n 
для любого неассоциативного слова и длины, меньшей п, 
наше утверждение справедливо. Мы имеем и = VW, где 
d (v; < n. Если d (v) = 1, то все ясно, так как по пред- 
положению индукции элемент и = Vi (а1,..., Qn) пред- 
ставим в виде г:-слова. Пусть теперь d (va) > 1, в. = 


r ”. 


= 1505; тогда для образов V, Vi, V}, % элементов V, Vj, 1», 


V, в алгебре А имеем и=ь(а, ..., an) = VW: = 
= n, (vivi) = — (Viw) V, и доказательство завершается 
индукцией по 4 (və). Далее, пусть и (а1,..., an) = 
= (ан, >- Qis Ajs o.e, а) и #2]. Если j = i, то 
мы имеем V = (а;,..., Qis Qis eo а) = — (а: 

aer e aa Qin? = 0. Если же j<i, то v= 
= — (Aire аа» esos а) = CIR sany Ajr swi 
eo lin) = — (lip -o Ajs Qi. Qip? Так как gan- 


ный процесс монотонен (он уменьшает слово в смысле лек- 
сикографической упорядоченности) и не изменяет тип 
слова и, то через некоторое конечное число шагов мы 
получим нужный результат. Лемма доказана. 
Предложение 3 (Жевлаков). Пусть А — 
альтернативная алгебра, V = и (£i, ..., Zn) — произволь- 
ное неассоциативное слово. Тогда для любых элементов 
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а, ..., an Е А элемент в (aj, ..., an) представим в виде 
 (а1, e. .9 ав) = + U (а, оо an)) > и (а, °. o o9, an), 
| 1 
где q; Е Ф и для каждого i элемент и; = Vi (Li, ..., Ln) 


есть неассоциативный однородный многочлен, имеющий 
тот же тип, что и V, и представляющийся в одном 
из видов: 


и?, Цои’, (uw) и, {uwu' }, (2) 


где и, и’, W — неассоциативные слова длины меньшей, 
чем и. 

Доказательство. Без ограничения общности 
мы можем считать, что А — свободная альтернативная 
алгебра с множеством свободных порождающих {а;}. 
В силу следствия теоремы 1.5 многообразие альтернатив- 
ных алгебр однородно, поэтому в А имеют смысл понятия 
степени одночлена, однородного многочлена и т. д. Рас- 


смотрим о А = А/Р (А). Для любых эле- 
ментов а, b, c E А мы имеем {abc} ЕР (А), ao b = {216} Е 


ЕР (А), поэтому в kap -алгебре А мы получаем ab = 
= — ba и (ab)c = — (cb) a = a (cb) = — а (bc). Таким 


образом, алгебра А антикоммутативна и антиассоциатив- 
на. По лемме 11 отсюда следует, что 


V (ат, e.s an) = = (и (ал, ee e an)) eF бо, (3) 


где Vo ЕР (A). Заметим, что всякий элемент из идеала 
P (А), в частности элемент Vo, есть линейная комбинация 
элементов вида (2) для каких-либо одночленов U, и’, W. 
Далее, так как А — свободная алгебра однородного мно- 
гообразия, то любая однородная компонента любого тож- 
дества, справедливого в А, также является тождеством 
в А. Рассмотрев теперь однородную компоненту соотно- 
шения (3), содержащую элемент V (dj, ..., An), мы полу- 
чим требуемое утверждение. Предложение доказано. 

Теорема 5 (Ширшов). Пусть А — альтерна- 
тивная алгебра, V = V (£i, ..., Zn) — произвольное неас- 
социативное слово. Тогда для любых элементов ал, 

.. а EA элемент и (а, ..., an) представим в виде 
линейной комбинации правильных го-слов от Qj, ---) Qn 
той же длины, что и V. 


144 АЛГЕБРЫ С ТОЖДЕСТВЕННЫМИ СОоОТНОШЕНИЯМИ [ГЛ. 5 


Доказательство. Вновь можно считать, что 
А — свободная альтернативная алгебра с множеством 
порождающих {а;}. Достаточно. показать, что V (ал, 

.. аа) можно представить в виде какой-либо линейной 
комбинации правильных Г.-слов; сохранение длины будет 
вытекать из того, что А — свободная алгебра однород- 
ного многообразия. Пусть и. — произвольный одночлен 
из A. Докажем индукцией по степени d (uj) одночлена ил, 
что для любого правильного г.-слова и, элемент Ugy 
снова представим в виде линейной комбинации правиль- 
ных Го-слов от а:,..., аи. Очевидно основание индукции: 
d (u) = 1. Пусть а (и!) = т>2, и для слов меньшей 
длины утверждение доказано. По предложению 3 имеем 
Ui = мо F Ailis где и, — правильное ri-COBO, a Wi; — 


(7 
элементы вида (2). Так как иги, есть правильное г.-слово, 
то нам остается рассмотреть элементы Usu; Пусть, 
например, Uj; имеет вид {uwu' }, где и, и’, W — одночлены 
из А степени, меньшей n. Тогда по линеаризованному пра- 
вому тождеству Муфанг имеем 


ии; = из {uwu' } = (ии) ши + Ции') w] и. 


Так как d (и) < п, а (и) < n, а(и’) < п, то, применив 
последовательно (слева направо) к каждому слагаемому 
в правой части три раза предположение индукции, мы 
получим представление элемента иои:; в виде линейной 
комбинации правильных Г.-слов. Аналогично рассматри- 
ваются другие случаи. Итак, мы доказали, что для любого 
правильного Г.-слова Ug и для любого одночлена Uy эле- 
мент ии: есть линейная комбинация правильных Го-слов. 


Заметим теперь, что элемент V (а1, а., ..., An) представ- 
ляется в виде V (ai, а.,..., An) = а.В.Вь, ... Ro,» 
где а;, — порождающий, стоящий на самом левом месте 
B V (а1, ..., An), Vis Uz2, ..., Uk — некоторые одночлены 


из А. Начав с правильного г›-слова Qi; и применив k раз 
доказанное нами утверждение, мы получим представле- 
ние элемента V (d4, ..., An) в виде линейной комбинации 
правильных гГ.›-слов. Теорема доказана. 

Следствие. В альтернативной алгебре А для 
любого натурального п верно включение А”’ = A). В част- 
ности, если алгебра А правонильпотентна индекса п, то А 
нильпотентна индекса не выше п?. 
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Доказательство. По теореме 5 всякий эле- 
мент из А” есть линейная комбинация г.-слов от порож- 
дающих алгебры А длины œ n?. Но любое г.-слово W 
длины > N? либо содержит г,-слово длины >> п, либо само 
является 7'-словом от более чем п г,-слов. Так как по пред- 
ложению 1 A — идеал в А, то в каждом из случаев оче- 
видно, что W E А("). Следствие доказано. 

_ Рассмотрим теперь свободную альтернативную Ф-ал- 
гебру АЦ Х| от множества порождающих X = 
= {7, Zə, ...}. По аналогии с ассоциативным случаем 
элемент f = f (11, ..., Zn) алгебры Alt [X] назовем anb- 
тернативным ]-многочленом, если f выражается через 
элементы множества Х с помощью операций сложения, 
умножения на элементы из Ф, возведения в квадрат и 
«квадратичного умножения» LU, = уху. Множество всех 
альтернативных ]-многочленов обозначим через jart [X]. 

Пусть n — канонический  гомоморфизм алгебры 
Alt [X] на свободную ассоциативную алгебру Ass [X]; 
тогда ясно, что л (jat [XD = j [X]. 

Лемма 12. Путь f= f(t, ..., £n) E jart [X]. 
Гогда 


Rit, TET wmf (Rx, ...’ Ryn). 


Доказательство. Пусть 5 — множество аль- 
тернативных ]-многочленов, для которых выполнено 
утверждение леммы. Очевидно, что S > X и S замкнуто 
относительно Ф-линейных комбинаций. Пусть теперь f, 
g € S. Тогда 


R fz, sees Хи) == Rix, об хп) ый [7 (Ran e. Rx = 
= (f3) (Res +- -3 В»), 


и B силу правого тождества Муфанг 


Bigi, eai a) z Ris, и (ли, ..., х И Ка, e.. Xn) e 
=f неск 8" Barei T Pennisi) 
== (fgf™ (Rx, neeg Rx). 


Таким образом, множество 5 содержит порождающие 
и замкнуто относительно операций сложения, умножения 
на элементы из Ф, возведения в квадрат и «квадратичного 
умножения» LU, = уху. Отсюда, очевидно, следует, что 
S = jat [X]. Лемма доказана. 


10 K. A. Жевлаков и др. 
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Как и в ассоциативном случае, если А — произволь- 
ная альтернативная алгебра и М = {m;} — подмножество 
алгебры А, то через jayt [М] мы обозначим множество 
элементов вида (т, ..., Mp), где f(t, ..., Zh) Е 
Е jat [X]. Элементы множества jat [М] будем называть 
]-многочленами от множества M. 

Элемент f € АЦ [X] назовем существенным, если № 
является допустимым элементом в алгебре Ass [X]. Если 
А — некоторая альтернативная Ф-алгебра и М — под- 
модуль алгебры А, то будем говорить, что М удовлетво- 
ряет существенному полиномиальному тождеству, если 


найдется такой существенный элемент f (Li, ..., Lh) Е 
Е Alt [X], что (т, ..., ть) = 0 для всех ть, 
...) Mp Е М. Альтернативную алгебру, удовлетворяющую 


существенному полиномиальному тождеству, будем назы- 
вать для краткости альтернативной Р]-алгеброй. 

Зафиксируем вновь некоторый идеал Z кольца Ф. 

Лемма 13. Пусть в альтернативной Ф-алгебре А 
с множеством порождающих В = {а1,..., ак} подмо- 
дуль М = ja [В] удовлетворяет существенному nonu- 
номиальному тождеству f = 0, где ТЕ ли [Х]. Тогда, 
если всякий элемент подмодуля М алгебраичен над Z, то 
для некоторого натурального числа М все т1-слова om порож- 
дающих а; длины, большей или равной N, представляются 
в виде Ё-линейной комбинации т\-слов от порождающих а; 
длины, меньшей N. 

Доказательство. Как легко видеть, для дока- 
зательства леммы достаточно доказать конечность над Z 
подалгебры А* алгебры R (А), порожденной операторами 
правого умножения Ran -n Rap Пусть d [1 


..., da (1) — произвольные альтернативные 1-многочле- 
ны. Очевидно, что 4, (а, .... а’) EM для любого t. 
Поэтому в силу леммы 12 


Г” (а: (Raps ..., da (Ra) = Р (Ва. ., Ване) = 
= Акака,)), ...,аа;)) = 0. 
Так как j [X] = л (ли [Х)) то множество ]-многочленов 


от {Ra .... Raf Удовлетворяет допустимому тожде- 


ственному соотношению | = 0. Ввиду алгебраичности 
элементов подмодуля M, для любого ]-многочлена 
4 (£i, ..., ль) © jat [X] существует натуральное число т 
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и элементы Z; Е Z такие, что 


m-i 


d” (а.,..., ак) = 2 2:4 (aj eag а»). 


1— 


В силу леммы 12 и того, что 4 (£t, ..., £p) €E jan [X], 

имеем 

он ean В) Вот, В = 
-S = Ria... -S z (7 Ва aN: 


Таким образом, всякий ]-многочлен от множества {Аз,,... 
Ва, } является алгебраическим над Z. По теореме 3 


алгебра А* конечна над Z. Лемма доказана. 

Лемма 14. Всякая альтернативная Р]-алгебра 
удовлетворяет существенному полиномиальному тожде- 
ству Í, где f Е jait [X]. 

Доказательство. Пусть g (£4, ..., Zn) = 0 — 
существенное тождественное соотношение, выполняющееся 
в альтернативной Р]-алгебре А. Тогда А удовлетворяет 
и многочлену ф (x, у) = g (xy, ху, ..., ху’) Е Alt [х, yl. 
По теореме Артина алгебра Alt [х, y] ассоциативна и пото- 
му изоморфна Ass [х, у]. Пустьтр (x, у) = ф (x, у) $* (z, y). 
Тогда по замечанию к теореме 3.3 4р (xz, у) является ]-мно- 
гочленом, т. €. p (x, у) Ej Hz, y} = jant ({5, У}]. Ясно, 
что p(z, у) — существенный элемент и что алгебра А 
удовлетворяет тождеству Y (x, у). Лемма доказана. 

Теорема 6 (Ширшов). Пусть А — альтерна- 
тивная Р]-алгебра над кольцом Ф с множеством порож- 
дающих R = {а;} и пусть М — множество всех т\-слов 
от элементов множества R. Гогда если всякий элемент, 
подмодуля jat [М] алгебраичен над Z, то алгебра А ao- 
кально конечна над Z. 

Доказательство. Ввиду леммы 8, достаточно 
показать, что любое конечное подмножество множества А 
порождает конечную над Z подалгебру алгебры А. Пусть 
B — произвольная подалгебра, порожденная конечным 
множеством Ау = {ai,; ENE li, }- Из nemm 14 и 13 сле- 


дует существование такого натурального числа п, что 
всякое т:-слово от элементов множества А, длины > п 
представляется в виде Й-линейной комбинации т,-слов 


10+ 
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меньшей длины. Обозначим через А, множество всех 
’-слов от элементов множества А, длины, меньшей п. 
Вновь применив леммы 14 и 13, получаем натуральное 
число т, для которого всякое т:-слово от множества А. 
В:-длины > т представимо в виде Й-линейной комби- 
нации г\-слов от множества А, меньшей А:-длины. Ясно 
теперь, что всякое г.-слово от множества А, длины > тп 
является {-линейной комбинацией г.-слов от множества 
Ro меньшей длины. Ввиду теоремы 5, это означает, что 
всякое произведение MN или более элементов множества 
В, представимо в виде Й-линейной комбинации произве- 
дений меньшего числа сомножителей из Ro. Следователь- 
но, алгебра В конечна над Z. Теорема доказана. 

Следствие 1. Пусть в альтернативной Ф-алгебре 
А всякий элемент является алгебраическим над Z, причем 
степени алгебраичности ограничены числом п. Тогда А 
локально конечна над Z. 

Действительно, как легко видеть, алгебра А удовлет- 
воряет существенному многочлену lle”, yl, [17-*, у], 

.. ix, yl] САЦ [z, yl. 

Следствие 2. Пусть всякий элемент альтерна- 
тивной Р|]-алгебры А нильпотентен. Тогда А локально 
нильпотентна. 

В частности, всякая альтернативная ниль-алгебра 
ограниченного индекса локально нильпотентна. 


Упражнения 


1. Доказать, что если в Ф есть элемент 1/2, то At = P (A) 
для любой альтернативной алгебры А. 

2. Пусть А — Ф-алгебра и 1/2 Е Ф. Доказать, что если А 
альтернативна, то А‹+) является специальной йордановой алгеброй. 
При этом если А конечнопорождена, то и АС) конечнопорождена. 

3 (Жевлаков). Пусть В — альтернативная алгебра, А — 
подалгебра алгебры В с множеством порождающих {а;}. Тогда 


в качестве порождающих алгебры ВВ(А), порожденной операто- 
рами правого умножения А. на элементы алгебры А в алгебре В, 
можно взять операторы правого умножения Rw, где w — правиль- 
ное г:-слово от {а;}. 

4. В условиях упражнения 3 доказать, что если алгебра А 


конечнопорождена, то и алгебра ВВ (А) конечнопорождена. 

5. Доказать, что если альтернативная алгебра А локально 
нильпотентна, то алгебра ВВ (А) локально нильпотентна для любой 
альтернативной надалгебры В >А. 
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6. Пусть А — конечнопорожденная альтернативная алгебра. 
Доказать, что для любого п существует такое число }(п), что 
А”) = Am, 

7. Доказать, что во всякой альтернативной алгебре существует 
локально нильпотентный радикал. 

8. Пусть л — канонический гомоморфизм свободной альтерна- 
тивной алгебры Alt [X] на свободную ассоциативную алгебру 
Ass [X]. Доказать, что jait [X] П Ker x = (0). В частности, огра- 
ничение л на множестве jalt |X] взаимно однозначно отображает 
jait [X] на j [X]. 
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ГЛАВА 6 


РАЗРЕШИМОСТЬ И НИЛЬПОТЕНТНОСТЬ 
АЛЬТЕРНАТИВНЫХ АЛГЕБР 


$ 1. Теорема Нагаты — Хигмана 


В связи с теоремой Ширшова о локальной нильпо- 
тентности альтернативной ниль-алгебры ограниченного 
индекса возникает естественный вопрос: насколько суще- 
ственным является в этой теореме условие локальности, 
т. е. не будет ли всякая альтернативная ниль-алгебра 
ограниченного индекса нильпотентной? В этом параграфе 
мы покажем, что в случае ассоциативных алгебр при 
достаточно хорошем кольце операторов ответ на этот 
вопрос оказывается положительным. 

Нам понадобится следующая 

Лемма 1. Лусть А — альтернативная алгебра. 
Обозначим через Г, (А) множество 


Г» (А) = [Ха | ED, a; €A}. 
Гогда (п!)?Т, (А) А + (т)?АГ, (А) = Г, (4). 


Доказательство. Обозначим через 
Sn (di, а, ..., An) следующую сумму: 
Sn (üis а», ..., an) = >, A T E EEE E 
(11, 1», *_ > >39 in 
где V (zi, т.,..., Zn) — некоторое фиксированное неас- 


социативное слово длины п. По лемме 1.4 мы имеем 


Sn (4, ...) 4n) =V (a, + saa Flp E E a + Te A 
— È v(a. ааа 
-++ > AOE E E EE E E T 


1<1<]<п 
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о ва а 


n 


Е ee j 2 V (ais... ai). (1) 


Ввиду того, что А — алгебра с ассоциативными степе- 
нями, правая часть этого равенства не зависит от способа 
расстановки скобок в одночлене у. Следовательно, и сум- 
ма Sn (i, ..., An) не зависит от способа расстановки 
скобок в одночлене у. Можно считать, например, pac- 
становку скобок правонормированной. Далее, из (4) cxe- 
дует, что Sn (Qi, ..., An) Е Г, (А) для любых элементов 
а, ..., An E A. Пусть теперь а, b — произвольные эле- 
менты алгебры А. Тогда имеем 


п-1 
5» (ab, a, ..., а) =(п— 1)! >, а" (ab) arti = 
—0 


1— 


n-i 
=a (n—1)! X) abart = aS, (b, a, ..., a), 
i=0 
откуда | 
аб, (b, а,..., а) Е Г, (А). (2) 
Линеаризуя это включение по а, получаем, что для любых 
а, ..., An, b EA справедливо включение 
(п— 1)! )! D aS ib, Gu arcs Gnarr СОРИ. (8) 
Полагая B (3) а = 4, а. =а = ... = An = 6, получим 
(n — 1)! asn b, , b) + 


-|- м — 1) ia — 1)! 65, (a, b, ..., b) E€ In (А), 
откуда в силу (2) следует 
(n!)’ab” Е Г, (А). 
Аналогично доказывается, что для любых а, bEA 


(п!) 67а Е Г, (4). 
Лемма доказана. 
Следствие. Лусть А — альтернативная алгебра. 
Обозначим через Jn (А) множество 


Jn (А) = {а € A | (n!}a Е Г, (А) для некоторого k}. 
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Гогда J, (А) — идеал алгебры А и фактор-алгебра 
А/Л, (А) не содержит в аддитивной группе элементов 
порядка = №. 

Доказательство. Очевидно, что Л, (А) являет- 
ся Ф-подмодулем Ф-модуля А. Пусть теперь а Е Л, (А 
БЕЛ и В (n!)a Е Г, (А). По лемме 1 (n!)?b [ива], 
(n!)2 [(n)*a] b ЕТ, (А), откуда (п!) +а, (паб Е Г, (А ) 
и ba, ab € J, (А). Тем самым доказано, что Jp (А) — идеал 
алгебры А. Заметим теперь, что идеал J, (А) обладает 
следующим свойством: если (п!\*а € Л, (А), To a Е Л, (А). 
Отсюда следует, что фактор-алгебра AIJ, (A) не содержит 
в аддитивной группе элементов порядка < п. Следствие 
доказано. 

Теперь мы можем доказать следующее утверждение: 

Теорема 1 (Нагата, Хигман). Пусть А — 
произвольная ассоциативная алгебра. Тогда для любого 
натурального числа п 


А?" -1 = Ja (А). 
Доказательство (Хиггинс). Будем дока- 


зывать теорему индукцией по п. Для п = 1 утверждение 
очевидно; пусть оно верно для п — 1. Ввиду того, что 


9, (b, а,..., а) Е Г; (А), имеем для любых а, БЕЛ 
п-1 
>; abar-1-¢i ЕЛ, (А). (4) 
i=0 


Пусть теперь а, b, с — произвольные элементы алгебры А. 
Рассмотрим сумму 


n—i п-1 n-i 


> an-1- icbqatbn- j= о 1-$ (cb?) at) "-1-7 = 


$, j=1 
— S ar-icbfbn-1-} k= — (n —1)ar-icbn-1 + k, 
j=1 


где k € Jn (А) в силу (4). С другой стороны, имеем 


n-i n-i n-1 
S, ar-t-icbiatbn-1-i = У ar-1-ie( $) batbn-1-3) = 
$, j=1 i=1 j=1 
n-i 


= J) (ar-1-ica) bn-1 -4 ky =a”-tebn-1 4 k, 
i=1 
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где вновь ķi, А. E Jn (А). В результате получаем 
пап 167-16, (А). 


Ввиду произвольности элементов а, 6, с, отсюда следует, 
что 


n-i (4) АТ, 1 (А) = Jn (А) 
и, Далее, 
Ль-1 (А) AJni = Jn (А). 


По предположению индукции A2?™ -1 c J, (А), следо- 
вательно, 


Aran ДТ -1 АД" Ь-1 Л, (А). 


Теорема доказана. 

Следствие 1. Пусть А — ассоциативная нилъ- 
алгебра индекса п без элементов порядка < п в аддитив- 
ной группе. Тогда А нильпотентна индекса < 2" — 1. 

Для доказательства достаточно заметить, что в усло- 
виях следствия J, (А) = (0). 

Следствие 2. Пусть А — произвольная ассоциа- 
тивная алгебра. Тогда для любого натурального числа п 
существует такое натуральное число k, что для любого 


а Е А2"-1 | 
(n!) a= >! лат, где acD, а; СА. 


Для доказательства рассмотрим свободную ассоциа- 
тивную Ф-алгебру Азз[Х] от множества свободных 
порождающих X = {11, х.,...}. По теореме 1 имеем 


Tlg ... Lyn 64» (Ass [Х]), 


следовательно, для некоторого k 


(п! х4ло ... Loni = > и, где @о;ЕФ, u;€ Ass [X]. 
(7 


Как легко видеть, данное число k является искомым. 
Заметим, что полученная в теореме Нагаты — Хиг-. 
мана оценка 2” — 1 не является точной, так как в случае 
п = 3 известно, что 48 = J, (А), в то время как 23 — 1 = 
= 7. Вопрос о соответствующей точной оценке f(n) в 
случае произвольного N остается открытым. Размыслов 
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недавно показал, что f (n) < п?. С другой стороны, Кузьмин 
доказал, что f (п) > ве 


Упражнения 


1. Пусть А — йорданова алгебра. Как и в случае альтерна- 
тивных алгебр, в А можно рассматривать подмножества Г, (А) 
и Л, (А). Доказать, что для любого п J, (А) — идеал алгебры А. 

2. Доказать, что для любого простого числа р существует 
ненильпотентная ассоциативная ниль-алгебра индекса р над полем 
характеристики р. | 

3 (Хигман). Доказать, что для всякой ассоциативной алгеб- 
ры А справедливо включение 48 = Jg (А). 


$ 2. Пример Дорофеева 


Вернемся теперь к альтернативным алгебрам. Оказы- 
вается, что, в отличие от ассоциативного случая, альтер- 
нативные ниль-алгебры ограниченного индекса могут 
быть ненильпотентными, т. e. теорема Нагаты — Xar- 
мана не переносится на альтернативные алгебры. Это 
доказал Дорофеев, построив пример ненильпотентной 
разрешимой альтернативной алгебры над произвольным 
кольцом операторов. Мы приведем этот пример в несколь- 
ко измененном виде. 

Рассмотрим два множества символов: E = {ep}, k = 
Е ме ПЕ Л Вт. 

п... Юсли v — произвольное ассоциативное слово 
от элементов V, то через ав (V) мы будем обозначать число 
символов А;, входящих в состав у. Слово и назовем регу- 
лярным, если V имеет один из следующих видов: 


1) ав (V) = 0, v = т или v = zL;; 

2) ав (V) = 1, v = В; или и = zL;Rj; 

3) dg (V) >22, v = tL ВВ, ... Rn, mme h< 
<i <... < и символ Li, может отсутствовать. 


Множество всех регулярных слов обозначим через 
T (V). 
Пусть теперь и — произвольное слово от V вида 
u = tL RRi r Ri» 
где dpr (и) © 2 n символ Li, может отсутствовать. Обозна- 


чим через и регулярное слово вида 
u= tL; В.В, ... Аз, 
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где {ji ja <- fa} = {i iz .... in} и символ Lj, вхо- 
дит в состав и тогда и только тогда, когда символ Li, 
входит B u. Через t (м) обозначим число инверсий в пере- 
становке (11, #.,..., İn). Если среди символов i4, 15, ... 


., |, есть одинаковые, то полагаем и = 0. 
Рассмотрим свободный Ф-модуль А, базисом которого 
является множество Ё U T (V). Превратим А в алгебру, 
определив умножение на базисе по следующим правилам: 
1. x-y = 0, если x, y E E или x, y ET (V). 
2. а) х.е; = хВ;, 2Ё;-е; = £L;R;; 
6) если u €E T (V) и dpr (и) È 1, то 


u.e; =(— 1) “Ви В;. 


3. а) е;-х = 2Ё;, e; sL; = хВу-е;; 
6) если и ЕТ (V) и dr (и) = 1, tou =u R;u 
eju =e; (и R;) = (epu + u'e) ei | 

Как легко видеть, правила 1—3 определяют произве- 
дение любых базисных элементов. Рассмотрим теперь 
Ф-модуль I = Ф (T (Т)), порожденный множеством T (V). 
Ясно, что Г — идеал алгебры А, при этом I? = (0) и А? = 
<= Г. Следовательно, (4?) = (0), А разрешима и является 
ниль-алгеброй ограниченного индекса. Далее, алгебра А 
ненильпотентна, так как для любого п произведение 
(...((х:е):е.)...):е, = IR Ra ... Rn отлично от нуля. 
Остается доказать, что алгебра А альтернативна. Дока- 
зательство этого факта мы разобъем на несколько лемм. 

Вначале отметим следующее очевидное равенство: 


(и:е;):е; + (в:е})-е; = 0, (5) 
где v ЕТ (V), ep GEE. 


Лемма 2. Для любых v ЕТ (V), e;, ep EE имеет 
место равенство 


ejt (5.ек) = (€V + Vei)’ er. (6) 


Доказательство. Будем доказывать это равен- 
ство индукцией по числу dp (V), т. e. по числу символов 
В;, входящих в 0. Если dp (v) = 0, то либо v = z, либо 
v = аЁ,, и (6) следует сразу же из правил умножения. 
Пусть теперь dpr (V) = п =1 и для всех слов из Г (V), 
содержащих менее n символов В;, равенство (6) верно. 
Пусть v = v' Ra. Если k > п, то (6) следует из прави- 
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ла 96). Следовательно, можно считать, что k < п. Имеем 
в силу правил умножения 26), 36), предположения индук- 
ции и формулы (5) 
ei (5-е) = е:- (v Rne) = (— 1) Ye; (’ВьВ,) = 
=(— 0 ели’ Rp ei) en = 
aos 1)'0Fw (= Haw (ei: (V -€p) + (V-en): ei): en = 
= — [(e;: v" +v -e:) erl’ en +i -e:) erl en = 
= [(e; v" Hv’ -ei) enler — Iv ei) en] er = 
= [e;: (V -en)] ept [(V en) ei] er = 
= (e; -v'Ra Hv’ Rne) ep = (eV HV- ei) 6». 
Лемма доказана. 
Лемма 3. Для любых v ЕТ (V), ei, €j, в ЕЕ спра- 
ведливы, равенства 
[(e; v) e; + (e;v)-e;l-ep = 0, (7) 
е;* (eju) = (5-ез.е.. (8) 
Доказательство. Докажем вначале равен- 
ство (7). Если v = < или v = zL, то (7) справедливо. 
Пусть теперь и = V' Rp и для слов с меньшим числом CHM- 
волов R; равенство (7) верно. Тогда имеем в силу (6), (5) 
и по предположению индукции 
(eiv Rn) e; = Ie; v" + vei) enl e; = 
РЕ > [(en и’ Lg V cen) erle; — ЦЕ T р’ .е„) ее; > 
= — [(e; {Е и’.е))- enl e; = — lej: (v -en)l e; = 
= — (e; v) e; 
Итак, если ав (0) >> 0, то справедливо даже более сильное 
равенство, чем (7): (е;-0)-е; + (е;-)-е; = 0. Докажем 
теперь (8). Если dpr (v) = 0, то (8) справедливо. Пусть 
теперь v = А). Имеем в силу (5), (6), (7) и по предпо- 
ложению индукции 
е;* le; v В) =e [epu + v-e) enl = 
= [e; (ejev + vej) t (ezev +u ej) eil en = 
= |(v"-e;)-e; + (e; +v -e;)re; + (ezv) ei + 
+ (v'-e;) eil en = [(e;ev')- e; + (eju) eil en + 
| + [(v' en) e;jl-e; = (5.е})-е;. 
Лемма доказана. 


$ 2] ПРИМЕР ДОРОФЕЕВА 157 


Лемма 4. Алгебра А альтернативна. 

Доказательство. Из таблицы умножения вид- 
но, что ненулевыми являются лишь ассоциаторы, содер- 
жащие один элемент из T (V) и два элемента из E. В силу 
равенства (5) имеем 


(v, ei, e;) + (V, ej, e) = 0. 
Далее, из (8) и (5) имеем также 
(e;, ej, V) + (ej, ев = 0. 
Рассмотрим теперь выражение 
(ei, v, ej) + (ei, ej, и) = 
= (e; v) e; — e; (v-e;) — e; (e; v) = 
= (erv) ej — (erv) ej — (We) ej — (vej) e; = 0 


в силу (6), (8) и (5). Далее, вновь в силу (6) получаем 
(v, ei, ej) + (ei и, ej) = (6:е).е; + (eiv) e; — e;r (vej) = 
= (v-e;) e; + (e;:v) ej — (е;-0)-е; — (v-e;)te; = 0. 
Наконец, легко видеть, что 
(V, ei, ei) = (ei, V, е;) = (ei, ei, в) = 0. 


Лемма доказана. 


Упражнения 


1. Пусть А — построенная в $ 2 разрешимая ненильпотентная 
алгебра. Доказать, что ее аннулятор Ann А = {а Е А | аА = 
= Аа = (0)} порождается как Ф-модуль элементами вида х/;В;, 


2[:В; + 2[.В; и что фактор-алгебра А = А/Апп А является 
ненильпотентной разрешимой ниль-алгеброй индекса 3 и Ann А = 
= (0). — 

2. Доказать, что алгебра А, определенная в предыдущем упраж- 
нении, имеет нулевой ассоциативный центр. . 

3. Пусть Tp — идеал тождеств свободной алгебры от k nopok- 
дающих в многообразии альтернативных алгебр, разрешимых 
индекса 2. Доказать, что цепочка Г-идеалов 


-Э 
Ti 2 T 2 T 2... 2 In Ə 


— 


не стабилизируется ни на каком конечном шаге. 
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$ 3. Теорема Жевлакова 


В предыдущем параграфе мы установили, что теорема 
Нагаты — Хигмана не переносится дословно на альтер- 
нативные алгебры. Мы доказали даже более сильное 
утверждение, а именно: из разрешимости альтернативной 
алгебры А, вообще говоря, не следует ее нильпотентность. 
(Напомним, что аналогичный факт имеет место и в теории 
йордановых алгебр.) В связи со всем этим возникает 
естественный вопрос: не будет ли всякая альтернативная 
ниль-алгебра ограниченного индекса разрешимой? Как 
доказал Жевлаков, при достаточно хорошем кольце опе- 
раторов ответ на этот вопрос оказывается положительным. 

Для доказательства теоремы Жевлакова нам понадо- 
бится ряд лемм. 

Ниже всюду А — произвольная альтернативная ал- 
гебра. 

Лемма 5. В алгебре А справедливо тождество 


(следа, ИЕ) = ие. | (9) 
Доказательство. Применяя тождества Муфанг 
и их линеаризации, получаем 
(ze aaz, у, 2) = (zt) (22; 5, 8) -F (42) о (z£; j; 2) = 
= (zx) o (x, yz, 2) + (12) ° (z, zy, z) = 
= (zx o £, у2, 2) — хо (z£, у2, 2) + (дол, Zy, 2) — 
— то (12, Zy, 2) = (247, yz, 2) + (225, zy, 8) + 
+ (zzz, Уоз, 2) — 2хо(х, zyz, 2) = 
= 2 (2%, zyz 2) + (22%; y, Z) = 2 (24, yz, 2) = 
== (9%, 2”). 
Лемма доказана. _ 
Лемма 6. В фактор-алгебре А = А/Л, (А) справед- 
ливо тождество 
8 (27-1, у, 2) д = 0. 


Доказательство. Заметим вначале, что в А 
справедливо тождество 


n—i 


=S (2 £, а 2) =(п— 1)! > О 


1=0 
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откуда в силу свойств идеала Jp (А) получаем 


n-i 


> z”-1-izg = 0. (10) 


i=0 


Теперь, ввиду (10), имеем 


п-1 n-i 
S) (24) o (47-1-12) = nze- 1z 4 > z”-t-iz2g = nze" 1z, 
i20 i0 


откуда вследствие линеаризованного NO х тождества (9) 
и тождеств Муфанг имеем 


naai Yars о аы. 


n-i п- 1 
(È (ей) o (a7-t-¢2), y, 2) = (У z'zari-, у, 22) = 0. 


|| 


Лемма доказана. 
Лемма 7. В алгебре А справедливо тождество 
Ca р.) в. 
Доказательство. Заметим прежде всего, что 
во всякой альтернативной алгебре верно тождество 
п-1 
4 r 
(27, и, )= 2 ау. (11) 
= 
(23 . n EEN 
Действительно, по теореме Артина (x”, y, z) = 0, откуда 
n-i 


0 = (27, У, x) Ax (2) = (2”, У, 2) -+ >, ео у, 2), 
4—0 


и Далее в силу тождеств Муфанг получаем (41). 
По лемме 6 для любых k, [ > 1 имеем 
z ("ур = Q. 


В силу тождества (11) отсюда следует, что для любого 
т >í 


(an1, у, 27) = (271, y, д) од". 
Теперь имеем 
о E 


Е за En YBa ozas poz 
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Линеаризация этого тождества по 2 дает 
0= > {... (27t, Y, Zu) ов] Zi, e. Jozi (12) 
Gata aata) 
Положим sieci z = = Z; Za = iy =... = ga = y TAR 
как для любого k > Q0 
{1 .. (17, у, z)oy)oy...]°y}o z= 
k | | 
—=([... (хо у)оу...] 51, И, 2) 95 = 
k 
(Г... (to y)oy...]o Y, У, #7) = 
N 


Е 
k 


—={ и К, у, 22) о yļoy. Е ое т, у, 22) су р 
k 
то тождество (12) после произведенной подстановки при- 
мет вид 
0 = 2 (n — 1)! (а, y, у 


pm a EN 
Лемма доказана. 
Лемма 8. А“ < J, (А). 
Доказательство. Для любых а, b € A имеем 
a°, aob Е Ja (А) и 2аба = (aob)oa — а? 6 Е Ja (А), откуда 
и aba Е J (А). Теперь, как и при доказательстве предло- 


жения 5.3, получаем, что фактор-алгебра А = А/Л, (А) 
антикоммутативна и антиассоциативна. Рассмотрим в ал- 


гебре А ассоциатор 
(ab, с, а) = [(ab) c] а — (ab) (са) = 
= — [а (bc)] d + а [b (са)] = 
= а [(5с) а] — а [(6с) а] = 0. 


С другой стороны, имеем 
(ab, с, d) = (аб) c] а — (ab) (са) = 
= [(ab) c] а + (ав) c] d = 2 [(ab) cl а. 


Полученные равенства доказывают, что 4“ = (0). Лемма 
доказана. 
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Теперь может быть доказана 

Теорема 2 (ЩЖевлаков). Пусть А — произ- 
вольная альтернативная алгебра. Тогда для любого нату- 
рального п 
п(п-|-1) 
AC )= Ja (А). 


Доказательство. При n = 1 утверждение reo- 
ремы очевидно; при п = 2 в силу леммы 8 имеем А® = 
GASA < Ас Ja (4), T. е. утверждение также верно. 
п(п-—1) 
Пусть теперь AC ) n-ı (4), п>>2. Рассмотрим 
фактор-алгебру А = А//, (А). По индуктивному предполо- 
жению имеем 

n(n-1) 


ACT) =, (А). 
Далее, из леммы 7, ввиду включения Jn (А) = Ja (А), 


следует, что Jn (А) — ассоциативная ниль-алгебра MH- 
декса n. По теореме Нагаты — Хигмана алгебра Jn- (А) 


нильпотентна индекса 2” — 1, откуда (Jn (4))“” = (0). 
Так как (44°) = ДА“, то окончательно получаем _ 
n(n+1) n(n- 1) 


д aE T Nw c (ra (A= ©, 
откуда | | 
п(п-+1) 
д z le (A). 


Теорема доказана. 
Следствие 1. Пусть А — альтернативная нилъ- 
алгебра индекса п без элементов порядках п в аддитивной 


группе. Гогда алгебра А разрешима индекса < a 
Следствие 2. Пусть А — произвольная альтер- 
нативная алгебра. Гогда для любого натурального числа п 


существует такое натуральное число К, ‘что для любого 
n(n+ i) 
a € al 2 ) 


(n!) a => ajar, р. acD, GEA. 


Таким образом, всякая альтернативная ниль-алгебра 
ограниченного индекса локально нильготентна, при доста- 


11 K. А. Жевлаков и др. 
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точно хорошем’ кольце операторов даже разрешима, но 
при любом кольце операторов может быть ненильпотент- 
ной. При этом, как и в теореме Нагаты — Хигмана, 
довольно легко видеть, что ограничение на характеристику 
является существенным для разрешимости. 

Заметим для сравнения, что в случае ийордановых 
алгебр ситуация далеко не так ясна. Мы уже отмечали 
в главе 5, что ответ на вопрос о локальной нильпотентно- 
сти йордановых ниль-алгебр ограниченного индекса неиз- 
вестен для неспециальных Йордановых алгебр. Вопрос 
о разрешимости йордановых ниль-алгебр ограниченного 
индекса не решен даже для специальных йордановых 
ниль-алгебр индекса 3. 


Упражнения 


Ниже А — альтернативная Ф-алгебра, где ® 3 1/,. 

1. Доказать, что для любого натурального п множество А» = 
= (AH) является подалгеброй алгебры А. 

Указание. Доказать, что А’ = Г, (А„_1), затем применить 
лемму 1 и индукцию по п. 

2. Доказать, что AC™® < (A). В частности, алгебра А 
разрешима тогда и только тогда, когда йорданова алгебра AH 
разрешима. 

Указание. Применить лемму 8 и индукцию по п. 

3. Пусть Г — идеал алгебры А, М — некоторый подмодуль 
Ф-модуля А, причем IOA = М. Доказать, что для любого neac- 
социативного слова V (Zj, Zə, 13, Z4) длины 4 справедливо вклю- 
чение в (Г, А, А, A) = М. 

Указание. Рассмотреть свободную альтернативную Ф-ал- 
гебру и применить лемму 8. 

4. Доказать, что А3т+1 < (А‹+))п+1. В частности, алгебра А 
нильпотентна тогда и только тогда, когда йорданова алгебра AH) 
нильпотентна. 

Указание. Применить индукцию по п и воспользоваться 
упражнением 3. 
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ГЛАВА 1 
ПРОСТЫЕ АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ 


Вопросы о строении простых алгебр в том или ином 
многообразии являются одними из главных вопросов тео- 
рии колец. Настоящая глава посвящена изучению простых 
альтернативных алгебр. Мы уже знаем один пример про- 
стой неассоциативной альтернативной алгебры — это 
алгебра Кэли — Диксона. Оказывается, что других про- 
стых неассоциативных альтернативных алгебр не суще- 
ствует. Этот результат доказывался с постепенным нарас- 
танием общности на протяжении нескольких десятков лет 
разными авторами: вначале для конечномерных алгебр 
(Hopu, Шафер), затем для алгебр с нетривиальным идем- 
потентом (Алберт), для альтернативных тел (Брак, Клейн- 
фелд, Скорняков), для коммутативных альтернативных 
алгебр (Жевлаков) ит. д. Наибольшее продвижение было 
получено Клейнфелдом, доказавшим, что всякая простая 
альтернативная неассоциативная алгебра, не являющаяся 
ниль-алгеброй характеристики 3, есть алгебра Кэли — 
Диксона. Окончательное описание простых альтернатив- 
ных алгебр осуществилось WOCE появления теоремы Шир- 
шова о локальной нильпотентности альтернативных ниль- 
алгебр с тождественными соотношениями. 


$ 1. Предварительные результаты 


Пусть А — произвольная алгебра. В алгебре А можно 
рассматривать следующие три основных центральных 
подмножества: ассоциативный центр N (А), коммутатив- 
ный центр К (А) и центр Z (А), которые определяются 
следующим образом: 

N (А) = {пЕА| (п, А, А) = (А, п, А) =(А, А, п) = (0)}; 
K (А) = {k € A |Ik, А] = (0)}, 
Z (А) =N (А) N K (4). 


11* 
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Лемма 1. Пусть А — произвольная алгебра, x, у, 2 Е 
ЕДА, п ЕМ (А). Тогда в А справедливы соотношения 


п (z, у, 2) = (nx, У, 2), (1) 
(хп, y, 2) >= (х, пу, 2), (2) 
(z, у, z) п = (т, у, zn). (3) 


Если, кроме того, один из элементов £, у, 2 принадлежит 
N (A), то в А справедливо соотношение 


[зу, z] = z ly, 2] + Ш, zl у. (4) 


Доказательство. Заметим, что во всякой 
алгебре справедливо тождество 


(wz, 9, 2) T (w, T, yz) E w (х, Y, 2) a (w, T, y) 8 — 
— (w, xy, z) =0. (5) 


Для доказательства его достаточно раскрыть все ассоциа- 
торы. Из тождества (5) вытекает справедливость соотно- 
шений (1) — (3). Для доказательства соотношения (4) 
достаточно установить, что в любой алгебре верно тож- 
дество 


liy; z] B tly: z] e [х, 2] l 
i (т, Y, 2) Ea (x, Z, y) T (z, T, y). (6) 


Оно доказывается так же, как и (5). Лемма доказана. 

Следствие 1. Множества N (А) и Z (A) всегда 
являются подалгебрами алгебры А. Если алгебра А альтер- 
нативна, то коммутативный иентр К (А) также является 
подалгеброй алгебры А, при этом 3К (А) = Z (А). 

Доказательство. Из соотношений (1) — (3) 
следует, что М (А) является подалгеброй, а из (4) следует, 
что и Z (А) является подалгеброй. Пусть теперь алгебра 
А альтернативна. Тождество (6) в этом случае принимает 
следующий вид: 


lzy, z| — g ly, z] B [x, z] y= 3 (z, у, 2). (7) 
Пусть А, k СК (А), x, y € A. Имеем из (7) 


3 (k, xz, у) = 3 (y, k, x) = 3 (x, у, k) = 
A METT E E 
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откуда следует, что ЗК (А) = Z (A). Далее, применяя 
вновь тождество (7), получаем 


А’, x] = k [k', z] + [k, z] k +3 (k, К, z) =0, 


T. е. К (А) является подалгеброй алгебры А. 
Следствие 2. Пусть А — коммутативная anb- 
тернативная Ф-алгебра. Тогда, если 1/3 Е D, то А acco- 
циативна. 
Действительно, в этом случае A = K (А) SZ (А). 
Теорема 1. Если А — простая алгебра, то либо 
Z (А) = (0), либо Z (А) является полем. 
Доказательство. Пусть Z = Z (А) Æ (0). Ясно, 
что Й является ассоциативным коммутативным кольцом, 
поэтому нам Достаточно доказать, что в Z есть единица 
и что каждый ненулевой элемент из Z обратим в Z. Пусть 
z € Z, 2 0. Тогда множество ZÁ является идеалом алгеб- 
ры А, причем, как легко видеть, ZÁ Æ (0). В силу про-. 
стоты алгебры А имеем ZÁ = А. Значит, существует 
такой e ЕД, что ze = 2. Пусть теперь < Е А, тогда х = zy 
для некоторого y E€ A, поэтому ex = e (zy) = (ez) у = 
= (ze) у = Zy =х и аналогично хе = £, T. е. € является 
единицей алгебры А. Далее, существует такой z’ € Á, что 
zz = е. Пусть д, у — произвольные элементы алгебры А 
и д = zt. Тогда, ввиду (2), имеем 


(в, x, y) = (z', zt, у = (zz, t, y) = (e, t, y) =0 
и аналогично | 
(x, z, у = (z, y, z) =0, 
т.е. z € N (A). Наконец, ввиду (4), получаем 
zeoas leara Isa И a И 


T. e. zZ E Z. Мы доказали, что элемент 2’ является обрат- 
ным к элементу Z в Z. Теорема доказана. 

Алгебра А над полем F называется центральной над F, 
если Z (А) = F. 

Теорема 2. Пусть А — простая центральная 
алгебра над полем F, К — любое расширение поля F. 
Гогда алгебра Ак = К Q pA является простой централъ- 
ной алгеброй над полем К. 

Доказательство. Докажем вначале простоту 
алгебры Ак. | 
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Пусть U =2 (0) — идеал в Ак. Если и — ненулевой 
элемент из И, то запишем его в виде и = Yik; ® a;, где 


1 
к, ЕК, а; ЕЛА и k; линейно независимы над F. Назовем 
число ненулевых а; в этом выражении длиной элемента U. 
Выберем элемент 0 u Е U с наименьшей длиной. Далее, 
отождествим алгебру А с ГЁ-подалгеброй 1 ® А алгебры 
Аки рассмотрим в алгебре умножений М (Ак) алгебры 
Ак Е-подалгебру А* = МАк (А), порожденную операто- 
рами умножения на элементы из А. Если W €E A¥*¥, то 


uW = > k; Фа, И’ Е U. Так как А проста, то существует 


1 
элемент W, Е Д*, для которого а. Wo = 1; поэтому от эле- 
мента и можно перейти к элементу и, Е U той же длины, 


имеющему вид и =k 1-Е, Ва. +... А ® 
© am. Для любого a€ A элемент [4 Q a, ul = k, Q 
© la, a;l +... + km 8 la, aml принадлежит U. Однако 


длина этого элемента меньше, чем длина U, поэтому он 
должен равняться 0. Так как А; линейно независимы над 
F, то из свойств тензорного произведения следует, что 
la, а;| = 0 для i = 2,..., ти любых а E A. Следова- 
тельно, а; Е К (А). Аналогично получаем, что а; Е М (А), 
и окончательно Q; Ей (А) = F. Запишем а; = œ; ЕЁ. 
Тогда и! = ®1 ЕЁ ast o ТЕ D 9“ = 
= (k; К aka -... Та Ё,) © 11= Е Q1, ге ЕЕК 
и k 0 в силу линейной независимости А; над F. Отсюда 
следует, что U = Ак, и простота алгебры Ак доказана. 


Пусть теперь элемент 2 = ik; ® а; лежит в центре 
i 


алгебры Ак; здесь мы снова предполагаем, что элементы 
k; ЕК линейно независимы над К. Тогда для любых 
а, b € A будем иметь 


0 = [2, 1 Фа] => k; Q [@,, а], 
== (5. 1 Фа, 18b) = X ki Q (а, a, b), 


откуда [а;, a]l = (a;, a, 6) = O и аналогично (а, a;, b) = 
= (а, b, а;) = О, т. e. элементы а; лежатвй (А) = F. Пусть 


a; = а, Е F, тогда z = `k; @ а; = (Уак)® 1 € K. Итак, 


l l 
мы доказали, что Z (Ак) = К. Яено, что К = Z (Apr), 
так что окончательно Z (Ак) = К. 
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Теорема доказана. 

Предложение 1 (Жевлаков). Несуществует 
простых локально нильпотентниых алгебр. 

Доказательство. Пусть А — некоторая ло- 
кально нильпотентная алгебра. Предположим, что А 
проста, и возьмем в ней произвольный элемент а =20. 
Рассмотрим в алгебре А идеал Г., порожденный множе- 
ством Аа + aA. Ясно, что Ia Æ (0), поэтому Г. = А. Зна- 
чит, в алгебре А найдутся такие элементы х;;, что 


t 
a= >, 
i=1 
где каждое из Мх,, равно либо Их, либо Lyijy 
Возьмем в алгебре А подалгебру В, порожденную MHO- 
жеством элементов {а, Ха, ..., бы, Фи, >- Tth) 
По условию алгебра В нильпотентна; пусть, например, 
BN = (0). Но тогда, если в каждое слагаемое правой части 
равенства (8) подставить вместо а его выражение (8) 
и повторить эту процедуру М — 1 раз, мы получим в pe- 
зультате а = 0. Полученное противоречие доказывает 
предложение. | 
Далее в этом параграфе всюду А — произвольная 
альтернативная алгебра, № = М (A), Z = Z (А). 
Определим в А функцию 


f (№, д, У, 2) = (wz, y, 2) г x (w, Y, 2) g (z, у, 2) и. 


aMx, Msp ... M sips (8) 


Эту функцию обычно называют функцией Клейнфелда. 

Лемма 2. f (w, +, у, 2) — кососимметрическая функ- 
ция своих аргументов. 

Доказательство. Достаточно доказать, что 
для любой пары равных аргументов } (№, x, y, 2) = 0. 
В силу правой альтернативности f (w, т, у, у) = 0. Далее, 
обозначив левую часть равенства (5) через g (W, £, Y, Z), мы 
получим 


=f (2, ш, д, у) = в (№, 1, у, 2) — | (24 ш, х, у) = 
= (wx, y, 2) + (w, x, yz) — (№, £y, z) — 
— w (x, y, 2) — (w, x, y) z — (zw, x, y) + 
+ w (z, x, y) + (w, z, y) z = (wz, y, z) + 
+ (yz, w, x) — (zy, 2, w) — (20, £, y): 
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Подставив сюда вместо W, X, у, Z соответственно L, у, Z, W, 
получим 


f (w, x, y, 2) = (их, y, 2) + (yz, w, x) — 
— (ху, z, w) — (zw, x, y). (9) 


Отсюда ясно, что f (w, x, у, 2) = —f (z, w, х, y). С помощью 
этого равенства, используя тождество f (№, x, у, у) =0 
и его линеаризацию, легко показать, что f (wW, x, у, 2) = 
= 0 при любых двух равных аргументах. Лемма дока- 
зана. 

Следствие. f(w, x, y, 2) = (lw, zl, y, 2) + 
+ (ly, zl, w, 2). 

Доказательство. В силу тождества (9) нам 
достаточно показать, что 


(ту, z, w) + (zw, x, у) + (xw, z, у) + (zy, z, w) = 0. 


Это тождество действительно справедливо, так как оно 
является линеаризацией тождества (ху, x, y) = 0 по обе- 
им переменным. Следствие доказано. 

Лемма 3. Пусть а, b — такие элементы алгебры 
А, что (а, b, А) = (0). Тогда la, b] Е №. 

Доказательство. Пусть z, у — произвольные 
элементы алгебры А. Тогда f(x, у, а, b) = (ху, а, В — 
— y (x, а, b) — (y, a, b) x = 0. С другой стороны, в силу 
следствия леммы 2 имеем (la, bl, z, у) = f (а, b, £z, y) — 
— (a, b, [х, yl) = 0. Следовательно, la, 6] € N. Лемма 
доказана. 

Следствие 1. [М, А] = \№. 

Следствие 2. Пусть пЕМ, 4, у, ZEA. Тогда 


п (x, у, 2) = (пт, у, 2) = (тп, у, 2) = (т, y, z) n. (10) 


Для доказательства достаточно применить соотноше- 
ния (1) — (3) и следствие 1. 

Обозначим через ZN (А) идеал алгебры А, порожден- 
ный множеством [М№, A]. Этот идеал является как бы Me- 
рой разности между ассоциативным центром М (А) и nen- 
тром Z (А) альтернативной алгебры А: ZN (А) = (0) тогда 
и только тогда, когда М (А) = Z (A). 

Лемма 4. ZN (А) = Ш, АТ А+ = АЗ Ш, A]. 

Доказательство. Ясно, что ZN (А) > 
=> [М, А] А+. Для доказательства обратного включения 
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достаточно показать, что множество М = [М№, А] А# 
является идеалом алгебры А. В силу следствия 1 леммы 3 
мы имеем для любых n Е N, y EAĦ#, х, 5 ЕЛА 
у În, z] = In, zl y + ly, п, а] € M, 
[n, x] у:2 = п, z] (yz) € M, 

z ([т, zl] y) = (z т, zl) y €E МА# = М. 
Следовательно, M является идеалом алгебры А и M = 
= ZN (А). Аналогично доказывается, что ZN (А) = 
— АЗ [N, A]. Лемма доказана. 

Лемма 5 (Слейтер). (ZN (4), А, А) = №. 

Доказательство. В силу леммы 4 достаточно 
показать, что ([х, п] у, z, В € М для любых z, у, z, ЕСА, 
n E€ N. Применяя соотношения (3), (4) и (10), получаем 
в силу следствия 1 леммы 3 


(lz; nly zt = lz niy z H = e yz 0 n= 
— z2 [(y, z, t), n] = [z (y, z, t), nl EIA, NISN. 


Лемма доказана. 

Лемма 6. Пусть n € N, пА#и = (0). Тогда (п)? = 
— (0), где (п) — идеал алгебры А, порожденный элемен- 
том п. 

Доказательство. Заметим вначале, что (n) = 
—= А+пАЗ. Действительно, легко видеть, что (n) > А#пАЖ. 
Для доказательства обратного включения достаточно 
показать, что множество А#пА+ является идеалом алгеб- 
ры А. Имеем для любых г ЕЛА, $, ЕЕ АЖ 
Г. 31$ = rsent — (т, $, nt) = Т.П — п (т, s, t) € AĦ#nAĦ 
и аналогично $71.г Е АНпАЖ, что и требовалось доказать. 
Для доказательства леммы нам остается теперь показать, 


что 77;. то = 0 для любых г, s, t, v E А+. Применяя 
несколько раз соотношения (10), получаем 


rns:tnv = г.(пз) (ть) + (г, ns, ть) = 
= r [(ns) (т) v] — r (ns, т, v) + n (r, s, ть) = 
= r [n (st) n v] — ren (s, t, vyn + (r, $ п-т = 0. 


Лемма доказана. 

Лемма 7. Пусть а, b — такие элементы алгебры 
А, что (а, b, А) = N. Тогда для любого элемента х Е А 
элемент п = (а, b, x) принадлежит М и (п)? = (0). 
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Доказательство. Пусть у, Z — произвольные 
элементы алгебры А. В силу линеаризованного тождества 
Муфанг и условия леммы имеем 


(а, у, Z) (a, b, 1) г. (а, (а, b, 1), 2) И 
+ (а, b, ха, у, z) + (ya, (а, b, x), z) = 


т ((а, b, ат), y, 2) = 0. 
Аналогично получаем 


(a, b, x) (a, y, z) = 0. 
Далее, имеем 


(а. ау би) = 
= — (а, b, ух. (а, b, т) - (а, yb, д а b, z) + 
+ (a, xb, у) (a, b, а) = 
— — (а, 6, y)-x (a, b, x) = — (a, b, y) (а, 61, 1) = Q. 


Таким образом, пА+п = (0), откуда по nemme 6 (п)? = 
— (0). Лемма доказана. 

Следствие. Если алгебра А проста и неассоциа- 
тивна, то N = Z. 

Доказательство. Если N È Z, то ZN (А) =Æ 
= (0), поэтому в силу простоты алгебры А получаем 
ZN (А) = А. По nemme 5 тогда алгебра А удовлетворяет 
тождеству 


((x, y, Z), Г, s) = 0, (11) 


Так как А неассоциативна, существует элемент п = 
= (xz, у, 2) =Æ 0; в силу (11) n € N. Из тождества (11) 
и леммы 7 следует, что (п)? = (0), откуда, ввиду простоты 
А, следует (п) = (0) ип = 0. Полученное противоречие 
доказывает, что ZN (А) = (0) и М = Z. Следствие дока- 
зано. 

Предложение 2. Пусть в алгебре А справедливо 
тождество [х, у] = 0. Тогда нильпотентные элементы 
алгебры А образуют идеал. 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, 
когда алгебра А ассоциативна. Пусть I — наибольший 
ниль-идеал алгебры А (верхний ниль-радикал). Фактор- 


алгебра А = A/I не содержит ненулевых двусторонних 
ниль-идеалов. Предположим, что в алгебре А есть ниль- 


ked De 2 v 
потентный элемент х, х = 0. Рассмотрим правый идеал 
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xA. Для любого y EA имеем 0 = [х, уху = (хул\, 
т. е. идеал хА является правым ниль-идеалом индекса 
п + 1. По _теореме Левицкого (следствие 2 теоремы о высо- 


те) идеал хА локально нильпотентен. Заметим, что TÅ + 


< (0), так как иначе бы элемент х порождал ненулевой 
двусторонний ниль-идеал в алгебре А, чего не может 
быть. Но тогда, как хорошо известно (см., например, 
упражнение 4 к § 5.3), u £ (А) Æ (0), где £ (А) — локаль- 


но нильпотентный радикал (радикал Левицкого) алгебры 
А. Идеал £ (А) является ненулевым двусторонним ниль- 


идеалом алгебры А. Полученное противоречие доказывает 
предложение в случае, когда алгебра А ассоциативна. 

Пусть теперь алгебра А альтернативна, T M у — два 
нильпотентных элемента алгебры А. Рассмотрим ассо- 
циативную подалгебру В, порожденную элементами д, у. 
Алгебра В удовлетворяет условию предложения, поэтому 
по доказанному выше ее нильпотентные элементы обра- 
зуют идеал. В частности, элемент х + у нильпотентен. 
Аналогично можно показать, что если х — нильпотентный, 
а у — произвольный элементы алгебры А, то элементы LY 
и ух нильпотентны. Следовательно, нильпотентные эле- 
менты алгебры А образуют идеал. | 

Предложение доказано. 

Лемма 8. Пусть алгебра А коммутативна. Тогда 


(2, У, 2) =0 


для любых элементов xz, у, ZEA. 
Доказательство. Заметим вначале, что в А 
праведливо тождество 


a (e 20, (12) 
Действительно, имеем 
4 [z (xz, y, 2)] 3 — 4х [(х, у, z) 8] = 
= [то (z, у, 2)] о z — zo [(х, y, 8) о] = 
ыы (0 
Из следствия 1 леммы 1 получаем 


Эм уно ея 0, 
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Наконец, имеем в силу тождеств Муфанг и (12) 
С (x, у, 5)" = 4 (£, У, z)o (x, У, 2) = 
= 4 (x, (£, у, 2)ъу, 2) — 4yo (zx, (£, y, z), 8) = 


ое, a Y eaha == 0. 
Окончательно получаем 


(т, У, z} = 0. 


Лемма доказана. 

Теорема 3 (Жевлаков). Простая альтерна- 
тивная коммутативная алгебра А является полем. 

Доказательство. В силу предложения 2 ниль- 
потентные элементы алгебры А образуют идеал Г. Если А 
неассоциативна, то по лемме 8 I Æ (0), откуда Г = А, ид 
является ниль-алгеброй. Алгебра А коммутативна и пото- 
му удовлетворяет существенному тождественному соот- 
ношению. По теореме 5.6 А локально нильпотентна, что, 
ввиду предложения 1, противоречит простоте А. Следо- 
вательно, алгебра А ассоциативна и, как хорошо извест- 
но, является полем. 

Теорема доказана. 


Упражнения 


1. Пусть А — альтернативная алгебра. Доказать, что если 
k € K (4), то kK EZ(A). | 

2. Пусть А — коммутативная альтернативная неассоциативная 
алгебра. Доказать, что для любых элементов а, b, c E€ А ассоциатор 
(а, b, с) порождает в А ниль-идеал Г индекса 3. 

Указание. Доказать, что для любых. а, b EA ит, yE 
справедливы соотношения (ab)? = ab’, (x + уз = z? + y’. 

3. Пусть А — локально нильпотентная алгебра и Г — мини- 
мальный идеал алгебры А. Доказать, что ГА = АГ = (0). 

4. Доказать, что в альтернативной алгебре А следующие усло- 
вия эквивалентны: 

а) ZN (А) = М (А); 

6) (A [A, N], А, А) = (0); 

5. Пусть А — альтернативная алгебра, n Е М (А). Тогда сле- 
дующие условия эквивалентны: . 

а) (п) S N (4); - 

6) (А, А, А) п = (0). 

6. Пусть А — альтернативная алгебра, z, у, Е А, п СМ (А). 
Доказать, что 

(x, y, z) [п, z] = 0. 


_ Указание. Воспользоваться следствиями Í и 2 леммы 3 
и соотношением (4). 
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7 (Слейтер). Доказать, что в альтернативной алгебре А 
для любых элементов n, т Е М (А) идеал ([т, п]), порожденный 
коммутатором [т, п], содержится в М (A). 

Указание. Использовать упражнения 6 и 5. 


$ 2. Элементы аесоциативного центра 


Пусть X — некоторое многообразие Ф-алгебр. Через 
Ng, Кд и Zm мы будем обозначать соответственно ассо- 


циативный центр, коммутативный центр и центр Ж-сво- 
бодной алгебры Py [X] от счетного множества порождаю- 


щих X = {21, 2.,...}. Если P — некоторое подмно- 
жество алгебры Dy [X] и А — произвольная алгебра 


из Jt, то через P [А] мы будем обозначать совокупность 
элементов из А вида р (а1,..., ал), где р (21,..., £n) Е 
ЕР, а, .... an EA. Легко видеть, что №) [A] = 
= N (4), Kg [А] = К (4), Zm [А] = Z (А) для любой 
алгебры А из W, причем эти включения, вообще товоря, 
могут быть строгими. 

Предложение 3. Пусть Xt — однородное muo- 
гообразие. Тогда подмножества Ny, KM, 25) алгебры 


Фу» [X] устойчивы относительно действия операторов 
частичных линеаризаций. 


Доказательство. Покажем, например, что для 
любого элемента п = п (Tı, ..., Zm) E NQ все частичные 


линеаризации элемента N также принадлежат множеству 
Ng. Пусть nt (xi, ..., mi zj) = nAÈ (xj) — частичная 
линеаризация элемента п по 4; степени k (см. $ 1.4) 
и пусть Lp, Lı E XN {21, ..., Lm, zj}. Так как п Е Np, то 

(п, Tr, 21) a (2 n, 21) Е (Bi Ti, n) = 0, 
откуда по лемме 1.2 мы получаем 

0 = (п, Lr, Lı) AF (xj) = (nA} (2), Er, 21), 
и аналогично 

R 
0 = (5,, nAi (x;), 11) = (£r, Tl, nA? (x;)). 
k 

Значит, ИД; (1;) € Nm. Точно так же рассматриваются 


случаи подмножеств Ку» и Z. Предложение доказано. 


Если Jt = Ass — многообразие ассоциативных алгебр, 
то как легко видеть, Nass = Ass [X], Kass = Zass = (0). 


174 ПРОСТЫЕ АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ Гл. -7 


В случае многообразия Alt альтернативных алгебр оказы- 
вается, что Nart Æ (0), Kat = (0) и Zat = (0). Случаи 
подалгебр Кд. и Иль мы рассмотрим позднее, а в этом 
параграфе мы найдем ряд ненулевых элементов из N Alt, 
необходимых нам для доказательства теоремы о простых 
альтернативных алгебрах. 

Далее А — произвольная альтернативная алгебра. 

Лемма 9. Б алгебре А справедливы тождества 


(т, У, (т, У, 2)) = Íz, y] (т, yY, 2), (13) 
((х,‚ у, 2), T, y) < —(х, Y, 2) [2, yl, (14) 
(х, y, z)olx, У] = 0. (15) 


Доказательство. Заметим вначале, что в Á 
справедливо следующее тождество: 


(ту) (x, у, 2) = y lz (x, y, 2)]. (16) 


Действительно, имеем в силу левого тождества Муфанг 
и его линеаризации 


(ху) (ху) zl — (xy) [1 (у2)] — y {x (xy) z1} + 
+ y {2 lz (yz)l} = (29) — 
— (xy) ху + ух (ху)] z + y lz? (у2)] = 
= [(ху)? — (ху)? — yzy + уу] z = 0. 
Теперь имеем 


(9, æ, (2, y, 2)) = (va) (z, y, 3) — y (E (2, y, 2) = 
R (yx) (x, y, 2) w (ху) (х, У, 2) a ly, x] (т, Y, 2), 


т. е. (13) доказано. Аналогично получаем тождество (14). 
Наконец, в силу (13) и (14) имеем 


(т, У, 2) o lx, yl = (т, Y, 2) [2, yl и [z, yl (x, Y, 2) = 
в ((х, У, 2), T, y) ив (т, y, (т, У, )) = 0, 


т.е. (15) также доказано. Лемма доказана. 

Лемма 10. Пусть x, y EA. Тогда для любых эле- 
ментов и, V из подалгебры, порожденной элементами т, у, 
справедливо включение (А, и, v) = (А, x, y). 

Доказательство. В силу теоремы Артина 
достаточно доказать, что для любых ассоциативных слов 
и: (т, Y), и. (£, у) верно включение (А, Ui, Ua) = (А, x, y). 
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Будем доказывать это утверждение индукцией по числу 
п = d (u) + d (u). Очевидно основание индукции: п = 
— 2. Пусть теперь n = k >> 2, и утверждение леммы спра- 
ведливо для всех n < k. Будем писать r == $, если г — $ Е 
Е (А, x, у). Заметим, что во всякой альтернативной алгебре 
верно тождество 

(=, £, yxy) = (z, пух, y). (17) 


Действительно, в силу тождеств Муфанг имеем 
(=, £, уху) — (2, zyz, y) = (zx) (уху) — z (xyzy) — 
— [2 (луж) у + z (хуху) = 
= {[(zx) yl z} у — {[(22) yl z} у = 0. 
Линеаризуя (17) по z, получаем 
(=, t, yxy) = (z, {лу}, У) + (z, yty, x), (18) 


где {zyt} = (xy) t + (1) x. Рассмотрим теперь два воз- 
можных случая. 

1. Хотя бы одно из слов Uj, и. оканчивается и начи- 
нается на один и тот же элемент. Пусть, например, и: = 
—= хх. Если р — не пустое слово, то, ввиду (18) и 
по предположению индукции, получаем для любого z Е А 


(Z, из, Ug) = (Z, дих, Ug) = 
E(D Vir ое, ео, 
Если же слово V4 отсутствует, то имеем 
(z-i u = {2 a ибо а. №) =0. 
2. В начале или B конце слова U, стоит TOT же элемент, 
что и в начале слова U. Пусть, например, Uy = Vj, и. = 


= 2%.. Применяя тождества Муфанг и их линеаризации, 
получаем с помощью предположения индукции и случая 1 


(2. ар, чи.) == (Ze ом) T а, W 290.) = 
—= — (2, AUi Dat) F (205, ли, и.) F (500.5, ди, 4) = 
== — (Z, W], рот) = (Z, Va, 40.5) — 
— (6.5, ли, 4) — ((501) Z, 05, £) = 0. 


Лемма доказана. 
Следствие. Пусть xz, у, ZEA: Тогда для любых 
элементов Uj, Vi,  =1, 2, из подалгебры, порожденной 
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элементами £, Y, справедливо соотнощение 
(из, 1, Z) o ErP Da] = 0. (19) 


Доказательство. В силу теоремы Артина 
достаточно доказать, что для любых ассоциативных слов 
и (x, y), v (£, у) верно равенетво 


(is Vu Zio lu, p) = 0: (20) 
) 


Докажем это равенство индукцией по числу n = d (u) + 
-+ d (v). Справедливость основания индукции при n = 2 
вытекает из леммы 10 и равенства (15). Пусть теперь n = 
— А > 2 n равенство (20) верно, если п < k. Заметим, что 
по лемме 10 мы имеем (uj, Vi, 2) = (x, у, 51). Если d (и) > 
> 1, d (v) = Ти, например, и = х, то в силу линеаризо- 
ванного тождества (15) и по предположению индукции 
мы имеем 


(ui vis zola v = а ао |= 
= — (z, и, 21) о 1, 2] = 0. 
Если же d (и) > Ти d (v) >1, то аналогично получаем 
(и, Vis 2)о[и, 2] = (5, у, о и, 8] = 
= — (№, у, 21) °[1, v] — (zx, v, zı) o lu, у] — (u, V, 51) ° 


éla yl = 0; 
Следствие доказано. 
Теорема 4. Пусть z, y E€ A, В — подалгебра алгеб- 
ры А, порожденная элементами x, у. Тогда для любых 
и, и, ЕВ, г, $5 Е А uw; = lu;, vi] верны равенства 


(W ° Wa, Г, $) W3 = W3 (Wio Wa, r, $) = 0, (21) 
(Wwe ri S) ws = ty (wi T; 5] = 0, (22) 

(wi (шь о Ws), Г, $) = ((Wa° W3) ил, r, s) = 0, (23) 
(ww r s= U, (24) 


Доказательство. Заметим вначале, что для 
любых ГЕЛА, u EB 


(W1 ° Woa, и, r) m (w3, и, r) = 0. (25) 


Действительно, в силу линеаризованного тождества 
Муфанг и тождества (19) получаем 


(WoWa, и, Г) = Wio (Wa, и, г) + шо (и, и, r) = O, 
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и аналогично получается второе равенство. Теперь из ли- 
неаризованного тождества (14) получаем, ввиду (25), 


(Wio Wa T, 8) Wwa = (w10 Wz T, 8) lua; val = 
= — (W° Wa, из, $) Ir, Val — (W10 W, Г, 63) [из, sl — 
— (W10 Wg, из, 03) Ir, s] — ((W1° Wa, г, 8), Us, 63) — 
— ((W1° Wz, Ug, S), Г, Va) — ((W1° Wa, Г, V3), из, $) — 
— ((W1° Wz, Ug, Va), r, $) = — ((W1° Wa, Г, S), Из, V3), 
и далее вновь в силу линеаризованного тождества Муфанг, 
(19) и теоремы Артина | 
((W1° Wa, Г, $), Из, Va) = (W10 (Wa, Г, 5), из, Va) + 
+ (Wao (Wi, г, S), Ug, V3) = W10 ((Wə, Г, $), из, V3) + 
+ (Wa, г, $) o (Wi, Из, Va) H Wao((Wi, T, $), из, Va) + 
+ (wi, г, $) ° (Wa, из, V3) = 0, 


что доказывает первое из тождеств (21). Аналогично goka- 
зываются второе тождество (21) и тождество (22). Далее, 
из (25) получаем 


T(r, 5, W, Wa ° Wz) = 
= (rs, Wwį, Wao Wz) — S(r, wi, Шоо из) — (S, Wi, Шоо 13) r =Q. 


Следовательно, ввиду тождеств левой и правой альтерна- 
тивности и (21), (22), имеем 


(ий (шо о из), r, 8) == 
-- f (wi, W° W3, r,s) E (Wa 3 W3) (wi, Г, 5) T (w2 5 W3, Г, s) wi T 
=W [W3 (W3, Г, $) ]-5 из [Wa (ил, r, s)]+[(W2° W3, г, s) w] ил =0, 
T. е. первое из тождеств (23) доказано. Аналогично дока- 
зываются второе тождество (23) и тождество (24). Теорема 
доказана. 

Следствие 1 (Клейнфелд). Во всякой аль- 
тернативной алгебре верны тождества (тождества Клейн- 


фелда) 
lz ol (e yF: в = 0, 
(lx, yl’, г, s) lx, у] = 0, 
la yrr s=, 
12 K. А. Жевлаков и др. 
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Прежде чем сформулировать второе следствие, опреде- 
лим следующие функции: 


nı (x, y) = | у“, 
na (x, у) = lx, УР (lx, У] о[х, yzl), 
na (2, Y) [а 


Следствие 2 (Шестаков). Элементы п; (ti, £a) 
принадлежат множеству N ay для i = 1, 2, 3; при этом 
справедливо следующее соотношение: 


Пл (т, La) L] — п. (Lı, La) Lı F пз (21, Za) = 0. (26) 


Действительно, по теореме 4 п; (21, £) E N Alt, a соот- 
ношение (26) справедливо в силу теоремы Артина. 

Заметим, что элементы п; (Lı, Lə) отличны от нуля 
в свободной ассоциативной алгебре Ass [X], поэтому они 
являются ненулевыми и в алгебре Alt [X]. В частности, 


М ди = (0). 


Упражнения 


В упражнениях 1—6 А — альтернативная алгебра, z, Y, Z, 
г, S,  — произвольные элементы из А, v = [х, у], w = (r, s, t). 
1. Доказать, что 


и (i> 2), м [ш?, z] (121), [м, z] w ЕМ А]. 
Указание. Применить леммы 3 и о. 
2. Доказать, что 
v [w, и] = 0, 
[v [22, =], w] = 0. 


Указание. Воспользоваться тождеством (3.2). 
3. Доказать, что 


(57, г, 3) =0.. 


Указание. Вначале доказать, что (52, (52, r, $), В = 0, 
затем воспользоваться тождествами Муфанг и их линеаризациями. 
4. Пусть (z, у, 2) = 0. Доказать, что [2, у]?, z] E N (А). 

Указание. Применить лемму 3, лемму 2 и ее следствие, 
а также линеаризованное тождество (15). 
5. Доказать, что 


wW я = (М) в =0, 


Указание. Используя линеаризованное тождество (16), 
доказать, что [v (vt)] (v, г, воз) = 0. 
(Шестаков). Доказать, что 


| [х, yl’, 2]? Е N Ait [A]. 
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Указание. Доказать, что [12, z] о} (12, z, r, $) = 0. 

7. Доказать, что Мли[А] = (0) для любой ассоциативно- 
коммутативной алгебры А. 

Указание. Рассмотреть матричную алгебру Кэли — Дик- 
coma С (А). 

8. Пусть А — альтернативная алгебра с единицей над полем F, 

N (А) = F, ив А есть такие элементы а, b, что [а, 6]* Æ 0. Дока- 

зать, что коммутативный центр К (А) алгебры А равен F. 


5 3. Теорема Клейнфелда 


В этом параграфе мы докажем теорему Клейнфелда 
о строении простых неассоциативных альтернативных 
алгебр. 

Лемма 11. Пусть А — алгебра с единицей 1 над 
полем F, К — некоторое расширение поля F. Тогда, если 
алгебра А = К © pA квадратична над К, то алгебра А 
квадратична над Е. При этом если А является компози- 
ционной алгеброй относительно нормы п (x), то А также 
является композиционной алгеброй относительно ограни- 
чения п (x) нормы п (1) на А. 

Доказательство. Шо условию каждый элемент 
x Е А удовлетворяет соотношению: 22 —Ё (x) x + n (x) = 
= 0, где # (2), п (x) ЕК. Обозначим через t(x) и n (1) 
ограничения следа $ (2) и нормы n (2) на А. Для доказа- 
тельства квадратичности А нам достаточно показать, что 
t (x), п (x) E F для любого x E A. Если х ЕЁ, то t(x) = 
= 2r EF ип (2) = z? E F. Пусть теперь ЕЁ, т. е. 1 
и х линейно независимы. В этом случае в А можно выбрать 
базис вида {1, Z, E1, е», ... }, содержащий элементы 1 
и д. Как известно, этот базис является и базисом А над K. 
Рассмотрим элемент 22. С одной стороны, так как 2? € A, 


то 2? = 94 + Ва + Ài yii где а, В, y ЕР. С другой 
i 

стороны, имеем 27 = t (x) х — п (x)-1. B силу единствен- 

ности разложения элемента L? по базису {1, хе, е., ...} 

алгебры А получаем t(x) = В, п (x£) = — а, т. e. t(x), 


п (x) € F. Тем самым доказана квадратичность алгебры 
А над F. 


Для завершения доказательства леммы нам осталось 


доказать, что если форма п (x) строго невырождена на А, 
то форма n (x) строго невырождена на А. Пусть а Е А, 


12* 
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f (а, x) = n (a + 1) — п (а) — п (x) =0 для всех хЕА. 
Тогда в силу билинейности формы f (x, у) = n (£ + y) — 
— п (4) — n (y) и ввиду того, что f = f на А, мы полу- 
чаем, что f (а, А) = 0, откуда а = 0, и форма n (x) строго 
невырождена. 

Лемма доказана. | 

Лемма 12. Пусть А — альтернативная алгебра 
с единицей 1 над бесконечным полем F. Предположим, что 
п; (x, И ЕЁ, i= 1, 2, 3, для любых xz, y EA, причем 
n, (а, b) = la, bl} = 0 для некоторых элементов а, БЕД. 
Гогда алгебра А квадратична над F. 

Доказательство. Заметим вначале, что если 
x, УЕА и и --: 0, то существуют такие различные эле- 
менты В; E€ F, i = 1, 2, что (x + В;/)* = 0. Это легко cne- 
дует из бесконечности поля F. Пусть теперь а, b — такие 
элементы из А, для которых la, 61“ = 0, их — произволь- 
ный элемент алгебры А. Ввиду симметрии элементов а, 6, 
мы можем считать, что либо |x, a] == 0, либо [х, b] = 0. 
Выберем различные элементы P}, В. из F такие, что 
([6, x] + В; 6, alt = [6, x + Вай =2 0. В силу соотно- 
шения (26) существуют такие &; С К, что 


(x + В;:а)* + a; (œ + Ва) EF, i= 1, 2. 


Так как [а, 61“ = 0, то аналогично имеем a? € F + Fa, 
откуда 


2” + ох + ВУ EE + Fa, 


где у = xoa. Исключив отсюда y и разделив на В. — В, 
получаем 


rt ах + у = ва 


для подходящих &, y, 0 € F. Если [х, b] = 0, мы upo- 
коммутируем это соотношение с b и получим 0 la, 6] = 0. 
Если же [х, а] == 0, мы прокоммутируем это выражение 
c a n получим 0[х, а] =0. В обоих случаях 9 =0 
и x? + ох + у = 0. Ввиду произвольности элемента L, 
тем самым доказана квадратичность над F алгебры А. 
Лемма доказана. 

Теперь может быть доказана 

Теорема 5. Пусть А — простая некоммутатив- 
ная альтернативная алгебра и Nar [А] = Z (А). Тогда 
центр Z (A) алгебры А является полем и А есть либо 
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алгебра обобщенных кватернионов, либо алгебра Кэли — 
Диксона над своим центром. 

Доказательство. По теореме 1 для nokaga- 
тельства того, что центр Z (А) является полем, нам доста- 
точно показать, что Z (А) = (0). Ввиду условий нашей 
теоремы и следствия 2 теоремы 4, для этого достаточно 
показать, что в Á есть такие элементы а, b, для которых 
la, b] = 0. Пусть это не так, т. e. [х, у“ = 0 для любых 
x, УСА. По предложению 2 нильпотентные элементы 
алгебры А образуют идеал Г; при этом lz, y] € I для 
любых x, y € A. Алгебра А некоммутативна, поэтому / Æ 
Æ (0) и Г = А вследствие простоты алгебры А. Следова- 
тельно, А является ниль-алгеброй. Так как А удовлетво- 
ряет существенному тождественному соотношению |z, y]* = 
— 0, то по теореме 5.6 А локально нильпотентна. Но это 
невозможно, ввиду предложения 1. Полученное противо- 
речие доказывает, что существуют такие а, БЕЛ, для 
которых [а, 6“5-0, откуда (0) = Nar [A] = Z (А) 
и Z = Z (А) — поле. 

Будем теперь рассматривать А как алгебру над полем Z. 
Как легко видеть, Á проста не только как Ф-алгебра, 
но и как кольцо; в частности, Á проста над Z. Пусть К — 
некоторое бесконечное расширение поля Z. По теореме 1.6 
и теореме 2` алгебра Ак = К ®,А является централь- 
ной простой альтернативной алгеброй над полем К. Заме- 
тим теперь, что по условию теоремы в алгебре А выпол- 
няются тождества 


(п; (x, у), Z, t) — [n; (z, У), z] —- 0, i = t, 2, 3. (27) 


Ввиду предложения 3, в А выполняются и все частичные 
линеаризации этих тождеств. По теоремам 1.4 и 1.6 отсюда 
следует, что тождества (27) справедливы в алгебре Ак. 
Следовательно,” п; (x, у) ЕЙ (Ак) = К для любых zx, y € 
Е Ак; при этом существуют такие а, b EA = Ак, что 
[а, b} == 0. По лемме 12 алгебра Ак квадратична над К, 
откуда, ввиду некоммутативности, по теореме 2.4 алгебра 
Ак является композиционной. По лемме 11 алгебра А 
также является композиционной. Остается воспользо- 
ваться теоремой 2.1. Теорема доказана. 
Следствие 1 (теорема Клейнфелда). 
Пусть А — простая неассоциативная альтернативная 
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алгебра. Тогда центр алгебры А является полем и А есть 
алгебра Кэли — Диксона над своим центром. 

Действительно, по теореме 3 алгебра А некоммутатив- 
на, а по следствию леммы 7 Nan [А] = М (A) = Z (A), 
т. е. условия теоремы 5 выполнены. Остается заметить, 
что, ввиду неассоциативности, Á не может являться алгеб- 
рой обобщенных кватернионов. 


Алгебра А называется алгеброй с делением, если для 
любых элементов а, b EA, a 0, каждое из уравнений 


az= p, yá =p 
разрешимо B А. Если каждое из этих уравнений при a =- 0 


имеет одно и только одно решение и А содержит единицу, 
то А называется телом. 


Как легко видеть (см. упражнение 1), всякая альтер- 
нативная алгебра с делением является телом. 
Следствие 2 (Брак, Клейнфеллд, Скор- 
няков). Пусть А — альтернативная неассоциативная 
алгебра с делением. Тогда центр алгебры А является полем 
и А есть алгебра Кэли — Диксона над своим центром. 


Упражнения 


| 1. Доказать, что всякая альтернативная алгебра с делением 
является телом. | 

Элемент а кольца А называется вполне обратимым, если в R 
существует такой элемент а-!, называемый вполне обратным для а 
что 
at (ат) = (ха) а = х 
для любого x ER. 2 

2. Пусть А — альтернативное тело. Тогда все ненулевыс эле- 
менты из R вполне обратимы. 

Справедливо и обратное утверждение: если все ненулевые эле- 
менты произвольного кольца R с единицей вполне обратимы, то В 
является альтернативным телом (см. Мальцев А. И., Алгебраиче- 
ские системы, стр. 119). 

3. Доказать, что в альтернативном теле любые два элемента 
порождают ассоциативное подтело. м 

А. Всякое конечное альтернативное тело является полем. 

Указание. Применить упражнение 3 и теорему Веддер- 
берна о конечных телах (Херстейн M., Некоммутативные кольца, 
стр. 100). 

Следствие. Всякая алгебра Кэли — Диксона над конечным 
полем расщепляема. 
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ГЛАВА 8 
РАДИКАЛЫ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ АЛГЕБР 


Идея радикала — важнейшая в теории колец. Она 
заключается в следующем. Допустим, что нужно описать 
кольца некоторого класса колец Я, например класса 
всех альтернативных Ф-алгебр. Как правило, класс Я 
‘содержит в себе весьма разнородные элементы; он может 
содержать как тела, так и нильпотентные кольца, и найти 
общие черты в строении колец класса ® обычно оказы- 
вается невозможным. В этом случае поступают следую- 
щим образом. В каждом кольце А СЯ фиксируют неко- 
торый идеал .® (К), называемый радикалом, так, чтобы 
радикалы . (К) и фактор-кольца K/Z (К) по отдельности 
обладали сходным строением, а затем описывают классы 
колец „Я = {Я (К)} и P = {KIZ (К)}. Произвольное 
кольцо класса ® таким образом описывается как расши- 
рение кольца из A с помощью кольца из Я. Открытие 
этого метода принадлежит Веддерберну. В 1908 г. он 
доказал, что всякая конечномерная ассоциативная алгебра 
является расширением прямой суммы полных матричных 
алгебр над телами с помощью нильпотентной алгебры. 

К настоящему времени в классе альтернативных колец 
открыт ряд радикалов, позволивших доказать глубокие 
структурные теоремы. Особое по своей важности место 
занимает в этом ряду квазирегулярный радикал Жевла- 
кова — аналог радикала Джекобсона в классе ассоциа- 
тивных колец. Этому радикалу будет посвящена глава 10. 


$ 1. Элементы общей теории радикалов 


В 1953 г. Курош и независимо Амицур положили 
начало аксиоматическому изучению понятия радикала. 
Имея целью доказательство структурных теорем об 
альтернативных и йордановых кольцах, мы не будем 
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углубляться в эту теорию, а ограничимся лишь необхо- 
димым минимумом сведений из нее. 

Зафиксируем некоторый класс Ф-алгебр Я, замкну- 
тый относительно взятия идеалов и гомоморфных образов. 
На протяжении этого параграфа будем считать, что все 
рассматриваемые алгебры принадлежат Я. Пусть „Я — 
некоторый подкласс класса Я. Алгебры класса R будем 
сокращенно называть .Я-алгебрами. Идеал 7 алгебры А 
будем называть .Я-идеалом, если I есть .-алгебра. Класс 
Я (свойство алгебры принадлежать к классу 2), назы- 
вается радикальным в классе алгебр Я, если выполняются 
следующие три условия: 

(А) гомоморфный образ .-алгебры есть „Я-алгебра; 

(В) каждая алгебра А из Я содержит „Я#-идеал P (А), 
содержащий все „Я#-идеалы алгебры A; 

(С) фактор-алгебра A/R (А) не содержит ненулевых 
-идеалов. 

Отображение А > P (А) называется в этом случае 
радикалом, определенным в классе алгебр Я; будем обо- 
значать его также буквой „Я. 

Идеал R (А) алгебры А называется ее „Я-радикалом. 
Алгебры, совпадающие со своим Я-радикалом, назы- 
ваются .Я-радикальными, а ненулевые алгебры, радикал 
которых равен нулю, — .#-полупростыми. Класс P всех 
Я-полупростых алгебр класса Я называется полупро- 
стым классом радикала R. Радикал однозначно опреде- 
ляется не только своим радикальным, но и своим полу- 
простым классом, так как справедливо 

Предложение 1. Радикальный класс R есть 
совокупность алгебр из Я, гомоморфно не отображающих- 
ся на алгебры класса М. — 

Доказательство. Если A Е, то она не mo- 
жет гомоморфно отобразиться на алгебру из P в силу 
условия (А). Если же A ¢ R, то А ÆR (А) и А/Я (А) 
есть гомоморфный образ алгебры А, принадлежащий P. 
Предложение доказано. 

Проверка условий (А) — (С) часто оказывается трудо- 
емкой. Иногда гораздо проще установить радикальность 
класса Я, воспользовавшись критерием, сформулирован- 
ным в следующей теореме. 

Теорема 1. Класс R является радикальным тогда 
и только тогда, когда выполнены условия: 
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(А) гомоморфный образ ®-алгебры есть Й-алгебра; 

(D) если всякий ненулевой гомоморфный образ алгебры 
А содержит ненулевой Й-идеал, то А есть „7-алгебра. 

Доказательство. Если „Я — радикальный 
класс, то условие (А) выполнено и нужно доказать только 
(0). Допустим, что в каждом ненулевом гомоморфном 
образе алгебры А имеется ненулевой .#-идеал. Рассмот- 
рим в алгебре А радикал B (А) и фактор-алгебру A/R (А). 
По свойству (С) этот гомоморфный образ не содержит 
ненулевых „Я-идеалов, а значит, он нулевой. Следо- 
вательно, А = Ž (А) и А есть „Я-алгебра. 

Допустим теперь, что класс Я удовлетворяет усло- 
виям (А) и (D). Докажем, что он радикален. Чтобы уста- 
новить (В), рассмотрим идеал В — сумму всех Я-идеалов 
алгебры А. Нужно доказать, что А есть „Я-идеал. Ipen- 
положим, что А не является .#-алгеброй. Тогда в силу 
(D) имеется ненулевой гомоморфный образ R/I алгебры 
В, не содержащий ненулевых .Я-идеалов. Это невозможно 
по следующим причинам. Так как / == А, существует 
Я-идеал B алгебры А, не содержащийся в Г. Ввиду того, 
что В = R, В является Я-идеалом алгебры А. По второй 
теореме о гомоморфизмах B + I/I = B/B П Ги по усло- 
вию (А) В + I/I есть ненулевой „#-идеал в А/Г. Получен- 
ное противоречие доказывает, что условие (В) выпол- 
нено. 

Докажем, что выполнено (С). Пусть А — произвольная 
алгебра. По уже доказанному условию (В) в ней суще- 
ствует .#-идеал А, содержащий все „Я-идеалы алгебры А. 
Допустим, что A/R содержит ненулевой „Я-идеал M/R. 
Докажем теперь, что М E€ R, и получим противоречие 
с тем, что МЕЛ. Пусть M/N — гомоморфный образ 
алгебры М. Если N > R, то M/N есть гомоморфный образ 
Я-алгебры M/R и потому есть .#-алгебра. Если же N Æ R, 
то по второй теореме о гомоморфизмах 


N+RINS RIRAN 


и по условию (А) М + А/М есть ненулевой .#-идеал алгеб- 
ры M/N. Мы видим, что алгебра М удовлетворяет посылке 
условия (D) и потому М € R. Итак, условие (С) выпол- 
нено, и теорема доказана. 

Теорема 2. Класс P, не содержащий нулевой 
алгебры, является полупростым классом для некоторого 
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радикала R тогда и только тогда, когда P удовлетворяет 
условиям: 


(Е) всякий ненулевой идеал алгебры из P может быть 
гомоморфно отображен на алгебру из P; 


(Е) если всякий ненулевой идеал алгебры А может быть 
гомоморфно отображен на алгебру из P, mo A E P. 


Доказательство. Пусть P — полупростой 
класс некоторого радикала 2. Пусть А Е P и I — идеал 
в А. Так как А .®-полупроста, то идеал I не Я-радикален 
и в силу предложения 1 гомоморфно отображается на ал- 
гебру из P. Значит, P удовлетворяет условию (Е). 

Если же AP, то Я (А) -2 (0) и 2 (4) — идеал, 
который не отображается гомоморфно на алгебру из P. 
Это соображение доказывает (F). 


Обратно, пусть P — класс алгебр из K, удовлетво- 
ряющий условиям (Е) и (Е) и не содержащий нулевой 
алгебры. Обозначим через R класс алгебр, не отображаю- 
щихся гомоморфно на алгебры из P. Докажем, что „Я — 
радикальный класс, а P — полупростой класс радикала 
B. Очевидно, условие (А) для класса A справедливо. 
Чтобы доказать (0), предположим, что алгебра А такова, 
что в любом ее ненулевом гомоморфном образе есть нену- 
левой #-идеал. Если А ¢ Я, то А может быть гомоморф- 
но отображена на алгебру А’Е P. По сделанному пред- 
положению алгебра А’ обладает „ЯЖ-идеалом Г = (0). 
Согласно (Е). Г может быть гомоморфно отображен на ал- 
гебру из J, однако это противоречит тому, что I E P. 
Итак, класс Я радикален. 

Осталось доказать, что J — полупростой класс этого 
радикала. Если А — алгебра из P, то согласно (Е) ника- 
кой идеал алгебры А не является „#-радикальным. Следо- 
вательно, A — #-полупростая алгебра. Если же А 
есть #-полупростая алгебра, то никакой ее ненулевой 
идеал не Я-радикален. Это значит, что всякий идеал 
I -= (0) алгебры А может быть гомоморфно отображен 
на алгебру из ©, а отсюда в силу (Е) вытекает, что А Е P. 
Мы доказали, что полупростой класс радикала .Я совпа- 
дает с P. Теорема, таким образом, доказана. 

Будем говорить, что класс алгебр R замкнут относи- 
тельно расширений, если из того, что ГЕ. и АЛЕ 
следует, что А E P. 
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Предложение 2. Всякий радикальный класс R 
замкнут относительно расширений. 

Доказательство. Допустим, что для некото- 
рой алгебры А и некоторого ее идеала I алгебры Г и AH 
принадлежат „Я, но тем не менее A 6.Я. В этом случае 
Г <= .% (А) и Я (А) ÆA. По первой Toopeme: о гомомор- 
физмах 


ALR (А) = АНИ (АУТ, 


и искомое противоречие получено, так как справа стоит 
гомоморфный образ алгебры А/Г, т. е. алгебра радикаль- 
ная, а слева — полупростая алгебра. Предложение дока- 
зано. 

Предложение 3. Если R — класс алгебр, удов- 
летворяющий условию (А) и замкнутый относительно рас- 
ширений, то сумма любых двух „Ж-идеалов произвольной 
алгебры А есть снова Й-идеал алгебры А. 

Доказательство. Если Л, и Г, суть #-идеалы 
алгебры А, то по второй теореме о гомоморфизмах 


L+ = ГГ ПГ. 


Поэтому 7, + I/I; есть Я-алгебра, так как она есть 
гомоморфный образ „Я-алгебры l. В силу замкнутости 
относительно расширений получаем, что /, + Г. есть 
-алгебра и, следовательно, -unean бб i "Пред- 
ложение доказано. 

В частности, предложение 3 справедливо, если класс .# 
радикален. 

Радикал Я в классе алгебр Я называется наследствен- 
ным, если для любой алгебры А С ® и любого ее идеала I 


®(Г=т10 B(A). 


Теорема 3. Радикал B в классе алгебр K является 
наследственным. тогда и только тогда, когда выполняются 
условия: 

(G) если А E€ .и I — идеал в А, то ГЕ; 

(H) если АЕ P u I — идеал в А, то ITEP. 

Доказательство. разбивается на две леммы. 

Лемма 1. Для любого радикала B условие (G) экви- 
валентно тому, то R (Г) > ТГП R (A) для любой алгебры 
А E и любого ее идеала Г. 
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Доказательство. Если радикал . удовлетво- 
paer свойству (G) и АСЯ, то для любого ее идеала T 
пересечение Z N R (4) есть идеал .-алгебры R (А), 
и в силу (G) заключаем, что Г/П .% (А) есть .Я-идеал 
алгебры Г. Но тогда оп должен содержаться в ее „#-ра- 
дикале, т. e. L N R2 (А) =.Я (Л. 

Обратно, если .% (Г) > ГП .Я (4) иА есть .#-алгебра, 
тт Я (ЭТП. (А) =ТПА =Г. — Следовательно, 
R (Г) = Ги IER. Лемма доказана. 

Лемма 2. Для любого радикала R условие (H) экви- 
валентно тому, что R (Г] = ГП. (А) для любой алгеб- 
ры А ЕЯ и любого ее идеала Г. 

Доказательство. Допустим, что (H) справед- 
ливо. Пусть / — идеал алгебры А. Рассмотрим „#-полу- 
простую алгебру A/R (A). Ее идеал I + B (AR (А) 
в силу (H) также .#-полупрост. По второй теореме о romo- 
морфизмах 


I+ RB (AYR (А) = ИТП. (А). 


Следовательно, алгебра I/I N R (А) является Я-полу- 
простой, и потому R (Г SZN 2 (4). 

Обратно, если алгебра А является „Я#-полупростой 
и условие R (Г) = ГП. (А) выполнено для любого ее 
идеала Г, то „Я (Г) = ГП (0) = (0). Лемма 2, а вместе 
с ней и теорема 3 доказаны. 

Остаток параграфа мы посвятим доказательству того, 
что в классе альтернативных алгебр условие (H) справед- 
ливо для любого радикала. 

Лемма 3. Ёсли I — идеал альтернативной алгебры 
А, а М — идеал алгебры Г, то для всякого а Е А 

а) M’°A = М; 

6) (М, а, Г) = М + Ма; 

в) M + Ма — идеал в Г; 

г) М + (Ma)? — идеал в Г, содержащийся в М + Ма; 

д) (МА) Г = М; 

e) (Ма)? (Ма) = М. 

Доказательство. Для доказательства а) и 6) 
воспользуемся правой альтернативностью: 


МА = М (МА) + (М, М, А) = МГ + (М, А, М) = М, 
(М, a, D =(М, Г à = M (Ia) + (МПа= М + Ма. 
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Утверждение в) есть следствие 6). Докажем г). Имеем 
М + (Ма)? = М + Ма в силу в). Применяя еще раз 
в), получим 


[М + (Ма)? I = М + (Ма) (Ма) П + (Ма, Ма, I) = 
= М + (Ма)? + (Ма, Г, Ма) = М + (Ма). 


Чтобы доказать д), воспользуемся линеаризованным тож- 
деством Муфанг. Пусть m Е М, x, уЕГ, r€ Á, тогда 


(тг, z, y) + (yr, z, т) = (r, x, ут + (r, z, ту. 


Ввиду того, что ассоциаторы (yr, х, m) и (r, х, у) т лежат 
в M, заключаем, что 


(mr, T, y) zz (т, T, m) y E€ M. 
Однако 


(тт, T, у) = (r, Z, m) y = (mr, £, y) EI (m, r, х) y = 
= — (mr) (ху) + [т (т2)] у, 


откуда, ввиду того, что [m (гх)| у Е М, следует (mr) (ху) Е 
Е М. Итак, мы доказали д). Наконец, в силу г) ид) 


(Ма)? (Ма)? = (М + Ма) (Ма)? = М + 
+ (Ма) (Ма)? = М + (Ма P = М, 


что дает нам е). Лемма доказана. 

Теорема 4. Ecau Г — идеал альтернативной 
алгебры А, а М — идеал алгебры Г такой, что фактор- 
алгебра IIM не содержит ненулевых нильпотентных идеа- 
лов, то М — идеал всей алгебры А. 

Доказательство. Если М не является идеа- 
лом в А, то найдется такой элемент a E А, что либо aM Æ 
<= М, либо Ма Æ М. Пусть, например, Ма <: М. Тогда 
в силу условия в) леммы 3 М, = М + Ма — идеал в Г, 
строго содержащий M. Это значит, что в фактор- алгебре 
I = I/M образ М, идеала М, не равен нулю. Но в силу 
e) (Mẹ)? = (0), поэтому, ввиду предложения 5.1 и отсут- 
ствия в алгебре / ненулевых нильпотентных идеалов, мы 
получаем, что М! = (0) и М, = (0). Полученное противо- 
речие доказывает, что Ма = М. Аналогично с исполь- 
зованием левого аналога леммы 3 доказывается, что аМ S 
= M. Теорема доказана. 
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Лемма 4. Пусть Z — некоторый радикал в клас- 
се алгебр Я и Г- идеал алгебры А, причем Г? = (0). 
Тогда B (Г) — идеал в А. 

A Доказательство. Предположим противное: 
пусть для некоторого a E А либо aR (Г) Æ Z (I), либо 
Я (Гая Я (Г. Для определенности предположим, что 
aR (Г) < (Г). Тогда Я (I) + aR (DIR (1) — ненуле- 
вой идеал алгебры I/P (Г), которая Я-полупроста. Пока- 
жем, что идеал „Я (Г) - аЯ (IR (Г) является Я-ради- 
кальным; тогда наше допущение приведет к противо- 
речию. Рассмотрим отображение 0: 2 (Г) Я (I) + 
+ а. (DIR (Г), определенное по правилу 0 (у) = ау + 
+ Я (I). Покажем, что это гомоморфизм. Действительно, 
для любых двух элементов Yı, Ya E R (Г), ввиду того, 
что J? = (0), имеем 

0 (Y1Y2) = а (уу) T A M) =0 + 2 (I, 

0 (y1) 0 (Y2) = (ayı) (aya) + Я (0) = 0 + 2 (1). 
Итак, 0 — гомоморфизм, который отображает „Я (Г) на 
A (Г) - а (DIR (I). Значит, по условию (А) последняя 
алгебра „Я-радикальна. Лемма доказана. 

Теорема 5 (Андерсон — Дивинский — 
Сулинский). Пусть R — произвольный радикал, on- 
ределенный в классе альтернативных алгебр, А — альтер- 
нативная алгебра и Г — ее идеал. Тогда R (Г) — идеалв А. 

Доказательство. Обозначим „Я (Г) через М. 
Если М — не идеал в А, то существует такой а Е А, что 
либо Ма Æ М, либо aM Æ М. Допустим первое. Тогда 
М + Ма — идеал в Г, строго содержащий М. Предполо- 
жим сначала, что (Ма)? = М. Рассмотрим отображение 
0: М — М + Ма/М, определенное по правилу 0 (т) = 
= та + М. Пусть т, n € М. Тогда, очевидно, 0 (m+n) = 
= 60 (m) + 0 (п) и в силу пункта а) леммы 3 


0 (ти) = (mn)a + М =0-М. 
Далее, так как по предположению (Ма)? = М, 
9 (т) 0 (n) = (та) (па) + М = 0 + M. 


Мы доказали, что O — гомоморфизм радикальной алгебры 
М на идеал М + Ма/М полупростой алгебры I/M. Это 
противоречит тому, что М + Ма строго содержит М, т. e. 
тому, что Ма $ М. 
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Осталось рассмотреть случай, когда (Ма)? < М. В этом 
случае в силу леммы 3 М + (Ма)? — идеал в Г, строго 
содержащий M. Ввиду леммы 3, М + (Maè /M — идеал 
с нулевым умножением в полупростой алгебре I/M. 
Покажем, что у алгебры М + (Ма)?/М есть ненулевой 
®-радикал; этим, ввиду леммы 4, мы приведем к проти- 
воречию сделанное допущение и докажем теорему. 

Зафиксируем такой элемент n Е М, что (Ma) (па) Æ 
<= М, и рассмотрим отображение 0: M — M + (Ма)?/М, 
переводящее элемент m E М в смежный класс 0 (т) = 
= (та) (па) + М. Мы имеем в силу а), что 


9 (mm) = (тать) а] (па) + M =0 + М. 
Кроме того, ввиду е), | 
9 (т!) 0 (m) = (та) (па) Цтьа) (па + M = 0 + M. 


Аддитивность отображения O очевидна, поэтому 0 — ro- 
моморфизм Я#-радикальной алгебры М на ненулевой 
идеал (Ма) (па) + MIM алгебры (Ма)? +- M/M. Следо- 
вательно, „Я (М + (Ma)? M) (0), и все доказано. 

Следствие. Для любого радикала в классе 
альтернативных алгебр справедливо условие (Н). 

Доказательство. Если бы в полупростой 
альтернативной алгебре Á нашелся неполупростой идеал Í, 
то его радикал Я (Г) в силу только что доказанной теоре- 
мы был бы ненулевым радикальным идеалом всей алгебры 
А, что невозможно. Следствие доказано. 


Упражнения 


1. Пусть M — класс Ф-алгебр со свойством (Е) и M — класс 
всех таких алгебр А, что всякий ненулевой идеал I алгебры А 
может быть гомоморфно отображен на ненулевую алгебру из 5%. 


Доказать, что классе M удовлетворяет условиям (Е) и (F). 

2. Пусть WM — класс всех простых алгебр класса Я. Доказать, 
что для любого разбиения класса M на два непересекающихся 
подкласса M и Wa существует радикал в Ñ, относительно’ KOTO- 
poro простые алгебры из Mı будут радикальными, а алгебры из 
Mo — полупростыми. 

3. Пусть Я — класс всех ассоциативных колец и J — класс 
всех ассоциативных колец, не отображающихся гомоморфно на 
нильпотентные кольца. Покажите, что  — радикальный класс 
в Я и что условие (G) для него не выполнено. 

z4 (Дивинский — Сулинский). Пусть WM — классе 
колец, замкнутый относительно взятия идеалов и гомоморфных 
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образов, и Я — класс Ф-алгебр с теми же свойствами, причем 
Я = M. Доказать, что если R — радикал в M, то -радикал 
любой Ф-алгебры из ® является ее Ф-идеалом, T. €. выдерживает 
умножения на элементы из P. Показать также, что класс ANR 
радикален в Я. 


$ 2. Ниль-радикалы 


Пусть Я — произвольный класс алгебр, замкнутый 
относительно взятия идеалов и гомоморфных образов. 
В каждой алгебре А Е ® определим следующую цепочку 
идеалов, которую будем называть бэровской. Положим 
Bo (А) = (0), а через H (А) обозначим сумму всех Mpu- 
виальных идеалов алгебры А (т. е. идеалов с нулевым 
умножением). Далее, предположим, что идеалы Ba (А) 
определены для всех ординалов ©, меньших ординала В. 
Если В — предельный ординал, положим B eg (А) = 


= |] Pa (4); если же В не является предельным, то 


существует ординал В — 1, и мы определим Я, (A) как 
такой идеал, что 


Pe (A)| Bg- (А) = #1 (41 Bg- (4). 


Если мощность ординала y больше мощности алгебры Á, то 
By (А) = By (А) = ... Обозначим B, (А) через P (А) 
и назовем бэровским идеалом алгебры А. 
Предложение 4. Фактор-алгебра AlB (А) 
не содержит ненулевых тривиальных идеалов. B (А) — 
наименьший идеал с этим свойством. 
Доказательство.  Фактор-алгебра А/Я (А) 
не содержит ненулевых тривиальных идеалов по построе- 
нию идеала 9 (А). Рассмотрим множество {/„} всех 
идеалов алгебры А таких, что А//, — алгебра без Heny- 


левых тривиальных идеалов. Легко видеть, что Г = (a 
есть наименьший идеал в этом множестве. Если бы вклю- 
чение / = P (А) было строгим, нашелся бы минимальный 
ординал Ô такой, что s (А) Æ Г. Ясно, что Ô не является 


предельным и что Ža- (А) = Г. Тогда в алгебре А = 
гда (А) существовал бы тривиальный идеал K = (0), 


не содержащийся в Z = [1/9 (А). Его полный 
прообраз К в алгебре А таков, что KÆ Г, но К? < 
= Pa- (А) = Г. Получили в A/I ненулевой тривиальный 
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идеал К + I/I, что противоречит допущению. Значит, 
на самом деле I = %® (А), и предложение доказано. 

Алгебра называется первичной, если для любых ее 
двух идеалов Г и J из равенства IJ = (0) следует, что 
либо I = (0), либо J = (0). Во многих классах алгебр 
первичные алгебры могут быть достаточно хорошо охарак- 
теризованы. Первичные альтернативные алгебры изучают- 
ся в следующей главе. 

Теорема 6. Фактор-алгебра AIB (А) является 
подпрямой суммой первичных алгебр. | 

Доказательство. Идеал I алгебры А назо- 
вем первичным идеалом, если алгебра A/I первична. 
Утверждение теоремы эквивалентно тому, что бэровский 
идеал % (А) равен пересечению некоторого множества 
первичных идеалов. Покажем, что он совпадает с пересе- 
чением / всех первичных идеалов. Пусть Р — первичный 
идеал. Тогда в силу предложения 4 P > % (А) и, cxeno- 
вательно, / > % (A). Пусть a ¢ B (A) и (а) — идеал, 
порожденный элементом а. Имеем (а)? Æ P (А), и суще- 
ствует элемент а, Е (а) (А). Аналогично получим 
элемент а. Е (PN Ø (А) и т. д. Строим бесконечную 
последовательность Qo = а, Qi, Qa, ...и выбираем по лем- 
ме Цорна максимальный идеал О алгебры А такой, что 
ОП {a;i} = Ø. Если идеалы С и D строго содержат идеал 
Q, то для некоторых А и т справедливы включения С 5 ap 
и D 3am. Но тогда С N D = (а), где [= max (k, т) 
и CD > (a) 3а1+1. Поэтому CD Æ О, что доказывает 
первичность идеала Q. Так как а = а, 60, то а 1Г. 
Значит, Я (А) = I, и равенство Я (А) = Г доказано. 

Алгебра без ненулевых тривиальных идеалов назы- 
вается полупервичной. Так как в полупервичной алгебре 
бэровский идеал равен нулю, из теоремы 6 вытекает 

Следствие. Bcakaa полупервичная алгебра есть 
подпрямая сумма первичных алгебр. 

Выясним теперь, каким условиям должен удовлетво- 
рять класс алгебр Я, чтобы отображение B: А — P (А) 
являлось в нем радикалом. | 

Предложение 5. Отображение B является 
радикалом в классе алгебр & тогда и только тогда, когда 
всякий ненулевой идеал полупервичной алгебры из & mo- 
жет быть гомоморфно отображен на полупервичную 
алгебру. 


13 К. А. Жевлаков и др, 


194 РАДИКАЛЫ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ АЛГЕБР [TJI. 8 


Доказательство. Сформулированное необхо- 
димое и достаточное условие — это есть в точности усло- 
вие (Е) для класса P = {АСЯ | ® (A) = (0)}} Дока- 
жем для класса P условие (К). Действительно, если каж- 
дый ненулевой идеал некоторой алгебры А может быть 
гомоморфно отображен на алгебру без тривиальных идеа- 
лов, то тривиальных идеалов в алгебре А быть не может 
и А € JP. Ввиду теоремы 2,  — полупростой класс HEKO- 
торого радикала, радикальный класс È которого состоит 
в силу предложения 1 из алгебр, не отображающихся гомо- 
морфно на алгебры без тривиальных идеалов. В силу 
предложения 4 заключаем, что Я = {A ER | А = %& (4)}, 
и достаточность условия доказана. Необходимость также 
ясна, ибо если  — радикал, то его полупростой класс 
есть P, и условие (Е) для него справедливо. Предложе- 
ние доказано. 

Если отображение является радикалом, то этот 
радикал называется радикалом Бэра или нижним нилъ- 
радикалом. Ввиду предложения 5, для радикальности 
этого отображения в классе альтернативных алгебр доста- 
точно показать, что всякий идеал / полупервичной аль- 
тернативной алгебры А сам является полупервичной алгеб- 
рой. Мы докажем это в следующей главе. 

Предложение 6. Для любой алгебры А и ее 
идеала Г справедливо включение B (Г) ЭТП ® (4). 

Доказательство. Пусть Я (Г) ТГП ® (4). 
Тогда найдется минимальный ординал ô такой, что Я (Г) Æ 
z ГП Ba (4). Ясно, что 6 — непредельный ординал 
и что ГП Zsa (4) = ® (0. Так как ГП Bi (4) < 
<= P (I), в фактор-алгебре A/B s-ı (А) найдется тривиаль- 
ный идеал А такой, что для его прообраза К имеет место 
INK ZZD. Но (ТПК) = ГП (А) =® (0, 
и в фактор-алгебре 1/9 (Г) нашелся ненулевой триви- 
альный идеал (Z N К) + ® (Г /® (I), чего не может 
быть. Значит, 9 (Г) > ГП Z (4), и предложение moka- 
зано. 

Пусть теперь Æ — класс всех локально нильпотентных 
алгебр из Я. Если Æ — радикальный класс в Я, то опре- 
деляемый им радикал называется локально нильпотент- 
ным радикалом или радикалом Левицкого. Необходимых 
и достаточных критериев радикальности класса Æ mens- 
вестно. Достаточных критериев известно несколько [13, 14, 
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59, 80, 174]. Мы приведем наиболее простой из них, доста- 
точный для наших целей. 

Теорема 7 (Дорофеев). Пусть X — одно- 
родное многообразие Ф-алгебр такое, что для каждой 
алгебры А EW элементы цепочки, 


A o) AVP D AP mp) 


являются идеалами алгебры А. Toeða класс %& всех локаль- 
но нильпотентных алгебр является радикальным в W moe- 
да и только тогда, когда все алгебры из Wk, разрешимые 
индекса 2, принадлежат £. 

Доказательство. Е условия вы- 
текает из предложения 2. Докажем достаточность. Дока- 
зательство разбивается на ряд лемм. 

Лемма 5. Квадрат конечнопорожденной алгебры А 
из WM есть конечнопорожденная алгебра. 

Доказательство. Пусть а, Qa, ..., An — 
порождающие алгебры А. Рассмотрим свободную алгебру 
Е из Ж с п свободными порождающими. По условию фак- 
тор-алгебра Ё/Р принадлежит Æ и, следовательно, 
нильпотентна. Если М — индекс ее нильпотентности, 
тогда всякий одночлен и из F степени, не меньшей М, 
представим в виде 


и = i ViVi , (1) 

1 
где Vi, и; — одночлены из F?, причем в силу однородности 
можно считать, что d (vi) + d (vi) = d (и). Ясно теперь, 


что всевозможные элементы вида Ww (а, Ч. ai) 


где w — неассоциативный одночлен степени He менее 2 
и не более М — 1, порождают алгебру 42. 

Лемма 6. Локальная разрешимость — радикальное 
свойство в W. 

Доказательство. Класс локально разреши- 
мых алгебр удовлетворяет свойству (А). Покажем, что он 
замкнут относительно расширений. Пусть идеал /Г и фак- 
тор-алгебра A/I локально разрешимы, рассмотрим в А 
конечнопорожденную подалгебру Áp. В силу локальной 
разрешимости A/I имеем AP = I для некоторого р. 
Идеал Г также локально разрешим, а в силу предыдущей 
леммы AP — конечнопорожденная алгебра. Поэтому 
AW = (0) для некоторого q, что и означает локальную 


13* 


? 
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разрешимость алгебры А. Обозначим через £ (А) сумму 
всех локально разрешимых идеалов алгебры А. В силу 
предложения 3 Æ (А) — локально разрешимый идеал, 
а в силу замкнутости относительно расширений в фактор- 
алгебре A/L (А) нет ненулевых локально разрешимых 
идеалов. Следовательно, класс локально разрешимых 
алгебр удовлетворяет (В) и (С) и является радикальным. 

Лемма 7. Бсякая локально разрешимая алгебра 
из W локально нильпотентна. 

Доказательство. Достаточно доказать, что для 
свободной алгебры F с п порождающими и для любого 
k > 1 существует число f(n, А) такое, что 


Fin, Dc F, (2) 


Мы видели, что число f (n, 2) существует. Предположим, 
что k > 3 n число f (п, k — 1) существует для любого п. 
Тогда, ввиду леммы 9, для некоторого числа L имеем 


(ЕЗ)Ь < (FA e- = Р®. (3) 


Рассмотрим число М = шах (L, f (п, 2)). Заметим, что для 
одночленов степени > V имеет место разложение (1). 
Положим f (п, А) = № и рассмотрим одночлен и степени 


> №. В силу (1) u = 2 vivi, где d (vi) +d (и) = d (u) 


и min (d (vi), d (vi)) È 2. "Если одночлены и; и Vi имеют 
степень, не меньшую N, то снова применяем (1), и T. д. 
до тех пор, пока и не представится в виде линейной ком- 
бинации произведений одночленов, каждый из которых 
имеет степень больше двух, но меньше М. Но тогда в Ka- 
дом произведении будет не менее ЛМ таких одночленов 
и в силу (3) каждое произведение будет лежать в F®, 
Следовательно, и лежит в pa и (2) доказано. Лемма до- 
казана. 

Для доказательства теоремы 7 достаточно теперь при- 
менить леммы Ô и 7. 

Предложение 7. Пусть А — альтернативная 
алгебра с п порождающими и А® = (0). Тогда А"* — (0). 


Доказательство. Пусть В, и La _— ограниче- 


ния операторов R, и La на идеале А?. Тогда Rap = Lap = 
= 0 для любых а, b Е A и вследствие тождеств альтерна- 
тивности 


R =Ñ =0. (4) 
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Кроме того, в силу центрального тождества Муфанг 
а (bc) а = (ab) (са) = 0 
для любых а, b, c E€ A. Поэтому 


R la =Г,В, =0. (5) 
Пусть w = Ma, Мо, т Ма, — некоторый одночлен от 


операторов Ra, и La,» ге a; €E A. Элементы а; без 


ограничения общности можно считать линейными комби- 
нациями порождающих. Из соотношений (4), (5) и их 
линеаризаций следует, что элемент W является кососим- 
метрической функцией элементов Aj, Qə, ..., а». Поэто- 
му, если k > п - 1, то w = 0. Легко видеть теперь, что 
A” — (0). Предложение доказано. 

Следствие. МВ многообразии альтернативных 
алгебр класс локально нильпотентных алгебр радикален. 

Доказательство. Так как по следствию тео- 
ремы 1.5 многообразие альтернативных алгебр однородно, 
утверждение следует из теоремы 7 и предложения 7. 

Теорема 8 (Шестаков 1[80]). Пусть в много- 
образии Ф-алгебр W существует локально нильпотентный 
радикал £. Тогда для всякой алгебры А Е Ж радикал 
£ (А) равен пересечению всех таких первичных идеалов Ро 
алгебры А, для которых фактор-алгебра AIP, является 
L-norynpocmoŭ *). 

Доказательство. Обозначим пересечение соот- 
ветствующих первичных идеалов P, через J. Ясно, что 
£L (А) содержится в каждом идеале Р., а следовательно, 
и в их пересечении: Æ (А) = J. Теорема будет доказана, 
если для каждого элемента z & 2 (А) будет найден nep- 
вичный идеал P такой, что Æ (A/P) = (0) их ЕР. Тогда 
будет верно и обратное включение J = £L (А). 

Пусть z 4% (A). Рассмотрим идеал (x) алгебры А, 
порожденный элементом L. Так как z ¢ £ (A), идеал (x) 
не является локально нильпотентным и, значит, содержит 
ненильпотентную конечнопорожденную подалгебру S. 
Пусть М — множество таких идеалов / алгебры А, что 
образ алгебры 5 при каноническом гомоморфизме А 


*) Эта теорема впервые была доказана для ассоциативных ко- 
лец Бабичем [20]. | | 
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на А /] не является нильпотентным. Множество М непусто, 
так как (0) СМ. Далее, множество М является частично 
упорядоченным по включению. Пусть теперь T = {I} — 
линейно упорядоченное подмножество множества М. Пока- 


жем, что Г = CI принадлежит М. Допустим противное: 


образ 5 подалгебры 5 в фактор-алгебре A/I нильпотентен 
или, другими словами, S” = I для некоторого т. Pac- 
смотрим множество W слов от порождающих подалгебры 
5 длины от т до 2т. Это множество конечно, лежит в 5”, 
а значит ив /. Но, ввиду его конечности, имеем W = Ia, 
для некоторого Qo. Покажем, что и S” S Ie, Действи 
тельно, пусть и — слово от порождающих алгебры 5 дли-- 
ны не меньше т. Если его длина не больше 2m, тои Е W 
и, следовательно, и Е la, Если же а (и) > 2т, то и = 
= ии, где длина одного из и; больше т. Пусть d (и!) > 
> т. Сделав индуктивное предположение, мы можем 
считать, что U; E l«,, но тогда и и = щи, Е la,. Следова- 
тельно, S” S Ie, что противоречит тому, что Га, Е М. 

Итак, LEM и множество М индуктивно. По memme 
Цорна в М есть максимальный элемент Р. Очевидно, что 
(x) ¢ P, ибо в противном случае (x) = Ри S = P. Pac- 


смотрим алгебру А = A/P. Для завершения доказатель- 
ства достаточно показать, что А — первичная 5-полу- 
простая алгебра. Заметим, что подалгебра 5 в А такова, 
что в любом собственном гомоморфном образе алгебры А 
образ ее нильпотентен. Для удобства обозначим А через 
А и S через S. Покажем вначале, что А первична. 

Пусть В и С — два идеала алгебры А и ВС = (0). Если 
В Æ (0) и С Æ (0), то алгебра 5 при канонических гомо- 


морфизмах А на А/В и А на А/С перейдет в нильпотентные 
алгебры S4 и S. По теореме о гомоморфизмах 


S&S HBB SSIS ПВ, s&s 44CC = 5/5 ПС. 


Рассмотрим алгебру S NB/S ABAC. Она ниль- 
потентна, так как SABISABAC = ПВ 
+ S ПС/5 ПС, а последняя алгебра изоморфна noga- 
гебре алгебры S. Кроме того, (S N B N С) = (0), поэто- 
му в силу предложения 2 алгебра S N В локально ниль- 
потентна. Теперь мы видим, что S Q B u S/S N B — 
локально нильпотентные алгебры. То же предложение 2 


$ 2] НИЛЬ-РАДИКАЛЫ 199 


дает нам локальную нильпотентность алгебры S. Однако 
это невозможно, так как она конечнопорождена и нениль- 
потентна. Мы доказали первичность алгебры Á. 

Пусть, наконец, В — локально нильпотентный идеал 


алгебры А. Если В (0), то алгебра S = S + B/B 
нильпотентна и, следовательно, нильпотентна алгебра 
S/S N B, которая изоморфна S + B/B. Итак, 5 ПВ 
и S/S N В — локально нильпотентные алгебры. По пред- 
ложению 2 алгебра 5 также локально нильпотентна, 
однако это не так. Полученное противоречие доказывает 
теорему. 

Следствие. В условиях теоремы 8 всякая &-полу- 
простая алгебра из является подпрямой суммой первич- 
ных &-полупростых алгебр. 

Пусть теперь Ý — произвольный класс алгебр с acco- 
циативными степенями, замкнутый относительно взятия 
идеалов и гомоморфных образов. Легко видеть, что класс 
S всех ниль-алгебр является в Х радикальным классом. 
Соответствующий радикал называется радикалом Кёте 
или верхним ниль-радикалом. 

Для всех трех введенных радикалов Я, £, S выпол- 
няется условие (С); для £ и S оно очевидно, для Я cne- 
дует из предложения 6 и леммы 1. По следствию теоремы 5 
в классе альтернативных алгебр условие (Н) для этих 
радикалов тоже справедливо. Однако по теореме 3 усло- 
вия (G) и (H) эквивалентны наследственности. Поэтому 
нами доказана 

Теорема 9. Радикалы B, £, N e классе альтерна- 
тивных алгебр наследственны. 

Между вводимыми радикальными классами очевидны 
соотношения 


getes. 


Эти включения являются строгими |37, 186]. Всякий pagn- 
кал Я, радикальный класс которого удовлетворяет соот- 
ношениям B < BSES, называется ниль-радикалом. 
Понятными в связи с этим становятся термины «нижний 
ниль-радикал» и «верхний ниль-радикал». Жевлаков BHI- 
сказывал в свое время гипотезу, что ниль-радикалы обра- 
зуют цепь. Гипотеза оказалась неверной: в классе ассо- 
циативных алгебр над произвольным полем Рябухин 


построил целый класс несравнимых ниль-радикалов.. 


200 РАДИКАЛЫ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ AJITEB? [ГЛ. 8 


Упражнения 


1. Доказать, что всякая первичная (полупервичная) Ф-алгебра 
является первичным (полупервичным) кольцом. 

2 (Дорофеев). Пусть 5 — однородное многообразие 
алгебр такое, что для любой алгебры А Е M члены цепочки 


А > А‘ > AJ >... 


являются идеалами в А. Тогда, если все разрешимые индекса 2 
алгебры из M нильпотентны, то и все разрешимые алгебры в W 
нильпотентны. 
Указание. Рассуждать, как в доказательстве леммы 7. 
3 (Слинько). Доказать, что для любого дифференцирования 
D алгебры А над полем характеристики 0 


а) B (А)? = B (A); 
6) если £Z (А) — локально нильпотентный идеал в А и 4/5 (А) 
не содержит ненулевых локально нильпотентных идеалов, то 


$ (А)? = £ (4). В частности, это так, если А принадлежит MHO- 
гообразию, где существует локально нильпотентный радикал; 


в) если А — алгебра с ассоциативными степенями, TO M (4)? = 
= M (А). 

4. Докажите, что во всякой алгебре А с ассоциативными степе- 
HAMU радикал Кёте S (А) равен пересечению всех первичных идеа- 
лов этой алгебры, фактор-алгебра по которым ./“-полупроста. 


$ 3. Радикал Андрунакиевича 


Алгебра А называется подпрямо неразложимой, если 
ее сердцевина H (А) — пересечение всех ненулевых идеа- 
лов алгебры А — отлична от нуля. Свойства подпрямо 
неразложимой алгебры в значительной степени опреде- 
ляются свойствами ее сердцевины. В альтернативных 
алгебрах квадрат идеала — всегда идеал (предложение 5.1), 
так что, если АД — альтернативная алгебра, то либо 
H (А)? = (0), либо H (А)? = H (А). Таким образом, под- 
прямо неразложимые альтернативные алгебры делятся 
на два класса: алгебры C нильпотентной сердцевиной 
и алгебры с идемпотентной сердцевиной. Если о струк- 
туре первых ничего определенного сказать нельзя, то вто- 
рые допускают по модулю ассоциативных алгебр исчер- 
пывающее описание. В этом параграфе будет доказано, что 
всякая неассоциативная подпрямо неразложимая альтер- 
нативная алгебра с идемпотентной сердцевиной является 
алгеброй Кэли — Диксона над своим центром. Кроме того, 
будет показано, что подпрямо неразложимые альтерна- 
тивные алгебры с идемпотентной сердцевиной являются 
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строительными блоками полупростого класса некоторого 
нового радикала с интересными свойствами. Этот радикал 
будет играть важную роль в главе 12 при изучении аль- 
тернативных алгебр с условием минимальности. 

Пусть Х — подмножество алгебры А. Правым анну- 
лятором X называется множество Ann, (X) = {z€ 
E€ A | Xz = (0)}, левым аннулятором — множество 
Ann; (X) = {2 СА |2Х = (0)}, аннулятором — Ann (X) = 
= Ann, (X) N Ann, (X). 

Лемма 8. Пусть B — идеал альтернативной алгеб- 
ры А. Тогда Ann, (В), Ann, (В) и Ат (В) — также идеа- 
лы в А. 

Доказательство. В силу симметрии достаточно 
показать, что Ann, (В) — идеал. Пусть z Е Ann, (В), a € 
ЕЛА, b E€ B. Тогда 
b (za) = (52) a — (b, z, а) = — (a, b, 2) = 

= а (bz) — (ab) z = 0, 
T. e. za Е Ann, (B) и Ann, (B) — правый идеал. Аналогично, 
b (az) = (ba) z — (b, a, z) = (a, b, 23) = 0 


и az € Ann, (B). Таким образом, Ann, (В) — идеал, и лем- 
ма доказана. 

Напомним, что для идеала I альтернативной алгебры А 
через T (Г) u P (Г) обозначаются соответственно подмодули 
{III} и {ТГАТ} Ф-модуля А. По следствию предложе- 
ния 5.2 эти подмодули являются идеалами алгебры А 
такими, что Р (D 2 T(D2 P (IF. 

Лемма 9. Пусть P (Г) = (0) для идеала Г альтер- 
нативной алгебры А. Тогда для любого и Е I подмодуль 
V = vl является тривиальным идеалом алгебры А. 

Доказательство. Для любых i, 1 СГ, ае А 
мы имеем 

5] == {141} = 0, 
(ia) į + (ja) i = i (aj) + j (ai) = {iaj} = 0. 
Следовательно, 
(vi) a = — (va) i + v (aoi) = v (aoi) + (ia) v = 
= v (aoi) — v (ia) = v (ai) E vI, 
a (vi) = — a (iv) = i (av) — (aoi) v = 
= y (aoi) — v (ai) = v (ia) E vI, 
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т.е. V — идеал алгебры А. В силу центрального тожде- 
ства Муфанг (vi) (vj) = — (vi) (jv) = — v (ij) v = 0, отку- 
да V? = (0). Лемма доказана. 

Лемма 10. Пусть Г — идеал альтернативной 
алгебры А. Тогда, если Г = (0) и Г не содержит ненулевых 
тривиальных идеалов алгебры А, то T (Г) = (0). 

Доказательство. Допустим, что T (Г) = (0). 
По следствию предложения 5.2 мы имеем тогда P (Г)? = 
— (0). Так как P (Г) = Ги P (Г) — идеал в А, то в силу 
условий леммы Р (Г) = (0). Тогда по лемме 9 для любого 
v € I верно vI = (0), откуда 1? = (0). Это противоречит 
условию леммы. Следовательно, T (Г) = (0). Лемма moka- 
зана. 

Идеал 7 = (0) алгебры А называется минимальным, 
если из того, что 7’ — идеал алгебры А, строго содержа- 
щийся в Г, следует 7’ = (0). 

Теорема 10 (Жевлаков). Если Г — munu- 
мальный идеал альтернативной алгебры А, то либо I? = 
= (0), либо Г — простая алгебра. 

Доказательство. Пусть I? 0. Тогда Г? = T, 
и мы находимся в ситуации леммы 10. Значит, в этом 
случае I = T (Г). Допустим, что В — идеал алгебры Г 
и В I. Рассмотрим множество С = (1В) Г- I (BI) 
и докажем, что С — идеал алгебры А. Запись p = q 
будет обозначать, что р — q ЕС. Пусть b EB, x, y El, 
a € A. Тогда в силу (7.18) 


(а, b, хут) = (тах, b, у + ({axy}, b, x) =0. 
Ввиду равенства I = T (Г), для любого i € I мы имеем 
(а, b, i) = Q. (6) 

Теперь пусть i, j € Г; тогда, ввиду (6), 

[(ib) Ла = (ib) (ja) + (ib, j, a) = 0 
и, Далее, 
[i (671 а = i (Л а] + (i, bj, а) = i Ц] al = 

= i (b, j, а) + i [b (1а)] = 0. 


Эти соотношения означают, что С — правый идеал B А. 
Аналогично доказывается, что С — левый идеал. Но 
С = B, и потому С строго содержится в Г. Следовательно, 
C = (0). В частности, (IB) I = (0), т. e. ГВ = Ann, (D). 
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Если Ann, (Г) N Г Æ (0), то в силу минимальности идеала 
I и леммы 8 Ann, (Г) > Г, т. e. 1? = (0). Следовательно, 
Ann; (Г) П Г = (0). Аналогично, Ann, (Г) N Z = (0). Одна- 
ко IB = Ann, (Г) Q Ги, значит, IB = (0). Но тогда В = 
<= Ann, (Г) ПГи В = (0). Значит, Г — простая алгебра. 
Теорема доказана. 

Для ассоциативных алгебр эта теорема легко вытекает 
из следующего утверждения, носящего название леммы 
Андрунакиевича. | 

Лемма 11. Пусть I — идеал ассоциативной алгеб- 
ры А, а J — идеал алгебры Г. Тогда для идеала J, порож- 


денного множеством J, имеет место включение JSEJ. 
Доказательство. Так как А ассоциативна, 


1 = АЖЛАЖ. Поэтому 
18 = Г(А%ЛА*) [= ГЛ =. 


Лемма доказана. 

Для альтернативной алгебры А до сих пор неизвестно, 
существует ли такое число п, что J” = J. Шестаков goka- 
зал [271], что для альтернативной алгебры А с k порож- 
дающими /**3 <= J. В общем случае Хенцель и Слейтер 
показали, что Jett < J, где © — первый бесконечный 
ординал [249]. 

Ввиду того, что подпрямо неразложимая алгебра 
с идемпотентной сердцевиной первична, займемся сбором 
предварительных сведений о первичных и полупервичных 
алгебрах. 

В произвольной алгебре А через D (А) обозначим 
идеал, порожденный множеством (А, А, А) всех ассоциа- 
торов, — так называемый ассоциаторный идеал. 

Предложение 8. Д (А) = (А, A, А) АХ = 
= А+ (А, А, A). 

Доказательство. Из тождества (7.5) следует, 
что 


А (А, А, А) = (А, А, А) АЗ. 
Кроме того, очевидно включение 


(А, А, А) А) А = (А, А, A) + (А, А, А) AÈ. 
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Поэтому 
А ((А, А, А) А) = (А(А, А, ADA tA А, А) = 
= (А, А, А) + (А, А, А) А -- ((А, А, А) А) А = 
= (А, А, А) А+, 


откуда следует, что множество (А, А, А) АЖ — идеал в A. 
Следовательно, D (А) = (А, А, А) АЖ. Аналогично дока- 
зывается и второе равенство. Предложение доказано. 

Всякий идеал, содержащийся в ассоциативном центре 
N = N (A), назовем ядерным идеалом, а наибольший 
ядерный идеал — ассоциативным ядром алгебры А. 
Последний будем обозначать через U = U (A). 

Предложение 9. U (А) = {x E€ A | хА# = 
= М (А)}. 

Доказательство. Достаточно показать, что 
множество V, стоящее в правой части равенства, является 
идеалом. Очевидно, что V — правый идеал. С другой сто- 
роны, [№, А] = №, и потому 


(АУ) А+ = А (УА*) = АУУ, А] + У «М. 


Это значит, что ДУ = V, т.е. V — левый идеал. Следова- 

тельно, V — идеал, и предложение доказано. 
Предложение 10. DU = UD = (0). 
Доказательство. Ввиду леммы 7.1, мы имеем 


U (А, А, А) = (А, А, A) U = (0), поэтому 
О (А, А; А) А*) = (0 (4, А, А)) А* = (0), 
(АЗ (А, А, A)) U = А# ((4А, A, А) U) = (0). 


Доказательство закончено, ввиду предложения 8. 

Следствие. Ecau А первична, то либо U = (0), 
либо А ассоциативна. 

Ясно, что если U = (0), то алгебра А довольно далеко 
отстоит от ассоциативных алгебр, и в этом случае ее при- 
HATO называть чисто неассоциативной. Если А, к тому же, 
альтернативна, будем называть ее чисто альтернативной. 

Полезным также оказывается понятие разделенной 
алгебры — такой алгебры, в которой D N U = (0). 

Пусть теперь А — альтернативная алгебра. Рассмот- 
рим ее идеал ZN (A), порожденный множеством” М, A]. 
Обозначим его через M. Как мы знаем (см. леммы 7.4 


и 7.5), М = Ш, A] A# и (М, А, А) =М. 
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Через Z = Z (A) будем, как и прежде, обозначать 
центр алгебры A. 

Теорема 11. В полупервичной альтернативной 
алгебре А имеет место включение М = U. Если вдобавок 
А чисто альтернативна, то N = Z. 

Доказательство. Если М Æ U, то М “Е М, 
и мы можем найти такие элементы N Е N, a, b, c, аЕА, 
что т = (la, n] b, с, а) =20. Элемент и = la, n] b лежит 
в М, и, следовательно, т E (М, А, А) = №. Но тогда 
по лемме 7.7 (т)? = (0), что противоречит полупервично- 
сти алгебры А. Следовательно, М = U 

Если А еще чисто альтернативна, отсюда следует М = 
= (0). В частности, [№, A] = (0), а это значит, что 
N = Z. Теорема доказана. 

Следствие. В первичной альтернативной неассо- 
циативной алгебре А имеет место равенство N = Z. 

Теорема 12. Всякая подпрямо неразложимая полу- 
первичная альтернативная алгебра является либо ассоциа- 
тивной, либо алгеброй Кэли — Диксона над своим центром. 

Доказательство. Пусть алгебра А удовлетво- 
ряет условиям теоремы и H = H (А) — ее сердцевина. 
В силу теоремы 10 Н — простая алгебра, и потому либо 
ассоциативна, либо является алгеброй Кэли — Диксона. 
В первом случае она совпадает со своим ассоциативным 
центром, и поэтому в силу леммы 10 N (H) = T (N (H). 
Во втором случае это равенство также верно, так как 
по теореме 2.5 ассоциативный центр алгебры Кэли — Huk- 
сона является полем. 

Покажем, что М (H) = М (A). Пусть п, m EN (H) 
ua, b € A. Тогда в силу тождества (7.18) 


(nmn, а, b) = — (пап, т, b) + (п, {mna}, b). 


Из этого равенства вытекает, что (М (H), А, А) = 
= (N (H), H, А). Далее, пусть ЕН, n,m EN (Н), аЕА. 
В силу того же тождества 


(nmn, h, а) = — (пап, h, т) + (п, h, {mna}) = 


и, следовательно, (М (H), А, А) = (N (H), H, А) = (0). 
Таким образом, мы получили, что N (H) = М (A). 
Допустим теперь, что А неассоциативна. Тогда по тео- 
peme 41, ввиду первичности алгебры А, имеем М (А) = 
= Z (А). Отсюда следует, что если H ассоциативна, то 
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H = N (H) = N (A) = Z (А), и H является полем. Таким 
образом, если А неассоциативна, то в любом случае 
N (H) — поле. Пусть e — единица этого поля. Рассмот- 
рим множество Ё = {ea — a |a € A}. Так Kak e €Z (А), 
то это множество — идеал. Однако еЁ = Ее = (0), что 
в силу леммы 8 противоречит первичности алгебры А, 
если только е не является единицей в А. Если we e — 
единица в А, то А совпадает с Н и является простой алгеб- 
рой. Ввиду теоремы о простых альтернативных алгебрах, 
наше утверждение доказано. 

Перейдем теперь к построению радикала. Пусть Я — 
класс всех Ф-алгебр и P — класс всех подпрямо нераз- 
ложимых Ф-алгебр, сердцевина которых — простая 
алгебра. Идеал I алгебры А будем называть Ё-идеалом, 
если фактор-алгебра A/I принадлежит $. 

Лемма 12. Пусть АСЗ и I - идеал в А. Тогда I 
гомоморфно отображается на алгебру из P. Если алгебра 
А альтернативна, то ГЕ X, причем H (Г = H (А). 

Доказательство. Пусть Н (А) — сердцевина 
алгебры А. Алгебра H (А) проста и 7 > H (A). В силу 
простоты H (А) для любого идеала J алгебры I либо J > 
> H (А), либо J N H (А) = (0). По nemme Цорна выби- 
раем максимальный идеал K такой, что K N H (А) = (0). 
Ясно, что / = 1/К — подпрямо неразложимая алгебра 


с сердцевиной H (А). Если алгебра А альтернативна, то 
по теореме 4 К — идеал в А. Однако К ПН (А) = (0) 
и, следовательно, К = (0), что доказывает и второе утвер- 
ждение леммы. 

Теорема 13. Класс Æ всех алгебр, гомоморфно 
не отображающихся на алгебры из класса В, является 
радикальным в классе всех алгебр. 

Доказательство. Свойство (А) для класса A 
очевидно; свойство (D) вытекает из леммы 12, так что 
необходимые и достаточные условия радикальности, сфор- 
мулированные в теореме 1, выполнены. 

Радикал Æ называется радикалом Андрунакиевича или 
антипростым радикалом. 

Лемма 13. Пусть А — альтернативная алгебра, 
I — ее идеал и J — %$-идеал алгебры Г. Тогда существует 
5-идеал К алгебры А такой, что К | Г =... 

Доказательство. Ввиду теоремы 4, J — идеал 


алгебры А. Рассмотрим А = А/. и идеал I = I/J. По усло- 
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— 


вию / — подпрямо неразложимая алгебра с простой серд- 
цевиной. Если теперь К — максимальный идеал алгебры 


А такой, что Г Г] К = (0), то алгебра А = А/К принадле- 


жит $, так как H (А) > H (D Æ (0). Пусть К — прооб- 
раз идеала К в А. Тогда 


A= А/К = А/Л/К/Л = А/К 
и К есть Ж-идеал алгебры А. Кроме того, KQISJ, 
а следовательно, А N Г = J. Лемма доказана. 

Следствие. В классе альтернативных алгебр ради- 
кал Андрунакиевича является наследственным. 

Доказательство. Ввиду следствия теоремы 
мы должны доказать для радикала Æ только условие (G). 
Пусть А Е ÆA un I — идеал в А. Если I ¢ Æ, то в алгебре 
Г имеется собственный Ф-идеал J. В силу леммы 13 суще- 
ствует В-идеал К алгебры А такой, что К Q Г = Ли, зна- 
чит, А A. Но тогда А/К Е Ж, что противоречит ради- 
кальности алгебры А. Следствие доказано. 

Теорема 14. Радикал Андрунакиевича A (А) алъ- 
тернативной алгебры А равен пересечению всех ее 
\}-идеалов. 

Доказательство. Рассмотрим пересечение I 
всех }-идеалов алгебры А. По memme 12 всякий идеал 
алгебры из $ есть снова алгебра из X, и потому все алгеб- 
ры из Ж являются „4-полупростыми. Отсюда следует, что 
I Ə „ (4). 

Докажем теперь, что I есть „4-радикальная алгебра, 
и мы будем иметь I = Æ (A). Пусть Z ¢ Æ. Тогда в I 
существует собственный }-идеал J. В силу леммы 13 в А 
имеется -идеал К такой, что К N Z = J 1, но это 
противоречит определению Г. Итак, I — радикальный 
идеал и теорема доказана. 

Следствие. Для всякой альтернативной алгебры 
А фактор-алгебра AlA (А) является подпрямой суммой 
ассоциативных подпрямо неразложимиых алгебр с простой 
сердцевиной и алгебр Кэли — Диксона. 

Ввиду теоремы 14, „-полупростые альтернативные 
алгебры — это в точности подпрямые суммы подпрямо 
неразложимых алгебр с идемпотентной сердцевиной. Неко- 


торый свет на строение „А-радикальных алгебр проливает 
упражнение 4. 
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Упражнения 


1. Доказать, что все локально нильпотентные алгебры являють 
ся „#-радикальными. 

2. Доказать, что в классе ассоциативно-коммутативных алгебр 
антипростой радикал . совпадает с квазирегулярным радикалом 7. 
В классе всех ассоциативных алгебр эти радикалы несравни- 
мы [50]. 

3 (Андрунакиевич). Пусть Г — конечнопорожденный 
идеал ассоциативной алгебры А. Тогда, если I = 4 (А), то P ÆI. 

Указание. Пусть Г = (а1,.... ал) и Г? = Г. Используя 
лемму Цорна, выбрать максимальный идеал М в Г, содержащий 
Qis ..., An- И не содержащий ap. Доказать, что М максимален в Г, 
т. е. что [//М — простая алгебра. Воспользоваться для этого леммой 
Андрунакиевича. 

4. Доказать, что альтернативная алгебра #-радикальна тогда 
и только тогда, когда любой ее гомоморфный образ является под- 
прямой суммой подпрямо неразложимых алгебр с нильпотентной 
сердцевиной. 

5. Доказать, что всякая разделенная алгебра является под- 
прямой суммой ассоциативной и чисто неассоциативной алгебр. 

6. Доказать, что в чисто неассоциативной алгебре А ассоциа- 
торный идеал D (А) имеет ненулевое пересечение с каждым ненуле- 
вым ее идеалом. 

7. Доказать, что всякая чисто альтернативная алгебра является 
альтернативной Р]-алгеброй. 

Указание. Воспользоваться упражнением 7 к $ 7.1. 
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ГЛАВА 9 
ПОЛУПЕРВИЧНЫЕ АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ 


В предыдущей главе мы видели, что для описания полу- 
простых классов многих радикалов важно знать строение 
полупервичных алгебр из данного класса ®. В частности, 
как для ниль-радикалов, так и для антипростого радикала 
Андрунакиевича все полупростые алгебры являются полу- 
первичными. В этой главе мы изучим строение полупервич- 
ных альтернативных алгебр. Так как всякая полупервич- 
ная алгебра есть подпрямая сумма первичных, то задача 
во многом сводится к изучению первичных альтернатив- 
ных алгебр. Последние, если исключить случай характе- 
ристики 3, допускают по модулю ассоциативных алгебр 
вполне удовлетворительное описание: всякая первичная 
альтернативная неассоциативная алгебра является так 
называемым «кольцом Кэли — Диксона», которое пред- 
ставляет из себя подкольцо определенного вида в алгебре 
Кэли — Диксона. Вопрос об описании первичных альтер- 
нативных алгебр характеристики 3 еще открыт. 

Основные результаты этой главы получены Клейн- 
фелдом и Слейтером. 


$ 1. Идеалы полупервичных алгебр 


Лемма 1. Пусть А — альтернативная алгебра 
и I — ее идеал. Если (т, Г, Г) = (0) для некоторого ane- 
мента т Е А, то (т, А, А) = Ann, T (D). 

Доказательство. В силу тождества (7.18) для 
любых элементов $, 1 Е Г, аЕ А 


(т, iji, а) = — (m, iai, J) + (m, i, {па} =0, 


14 K. A. Жевлаков и Ape 


210 ПОЛУПЕРВИЧНЫЕ АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ [PJI 9 


откуда 
(т, T (1), А) = (0). 

Если теперь b Е А, то 
f (а, 6, т, iji) = (ab, m, iji) — b (a, m, iji) — (b, m, iji) a = Q. 
Следовательно, 
(iji) (а, b, т) = — f (а, iji, b, т) + (а (iji), b, т) — 

— (iji, 6, та = 0, 
что и требовалось доказать. 

Теорема 1 (Слейтер). Пусть А — полупер- 
вичная альтернативная алгебра, Г — идеал алгебры А. 
Гогда N (Г) = ГПМ (А). 

Доказательство. Шо следствию теоремы 8.6 
и А есть подпрямая сумма первичных алгебр. Если 

N (Г) “М (A), то существуют такие элементы n Е М (I), 
а, БЕЛ, что (п, а, b) 0. Но тогда у алгебры А найдет- 
ся первичный гомоморфный образ А, в котором (п, а, b) Æ 
zÆ 0. Ясно, что образ | I идеала I отличен от нуля. По лем- 
ме 8.10 тогда и T (Г) Æ (0). Правый аннулятор идеала 
T (Г) является идеалом в А, который равен нулю в силу 
первичности А. Заметим теперь, что пЕМ (Г = М(1, 
и по лемме 1 (n, а, b) Е Ann, (T (D) = (0). Полученное 
противоречие доказывает, что М (Г) = М (А), т.е. и 
№ (Г) = ГПМ (А). Ввиду очевидности обратного вклю- 
чения, теорема доказана. 

Пусть теперь А — альтернативная алгебра и I — 
правый идеал в А. Через Г обозначим наибольший идеал 
алгебры А, содержащийся в Г, а через Т — наименьший 
идеал алгебры А, содержащий Г. Как обычно, через 
(Г: А) будем обозначать множество {x Е А | Ах = Г}. 

Лемма 2. Г= (I: A#). 

Доказательство. Ясно, что (7: AĦ#) = I и что 
каждый двусторонний идеал, содержащийся в Г, лежит 
в (Г: A#). Для доказательства леммы достаточно убе- 
диться в том, что этот подмодуль является идеалом в А. 
Пусть $6 (Г: А+), aA, БЕЛА+. Тогда 

b (а) = (bs) a — (b, s, а) = (bs) a + (s, b, a) €T, 

b (as) = (ba) s — (b, a, s) = (ba) s + (s, a, b) ET, 
т.е. sa и as лежат в (Г: A#). Лемма доказана. 
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Лемма 3. (I, I, А) = Г. 
Доказательство. Пусть &, Д ЕГаЕА, БЕ А+, 
Тогда по линеаризованному тождеству Муфанг 


(ла) = 7 д-ра + ва ЕГ, 


откуда (Г, I, А) = (Г: А) = Г. Лемма доказана. 
Лемма 4. Î = AĦI. 
Доказательство. Достаточно, очевидно, пока- 
зать, что множество А#/ является идеалом в А. Пусть 
ГЕГ, a€ A, b€ AĦ. Тогда 


a (bi) = (ab) i — (a, b, i) = (ab) i — (i, a, b) € AĦI, 
(bi)a = b (ia) + (b, i, a) = b (ia) + (i, a, b) € AĦI, 


что и требовалось доказать. 
Лемма 5. Лусть А полупервична и n Е Г такой, что 
(п, I, А) = (0). Тогда n Е М (АУ. 
Доказательство. Пусть ЕЕ Г, а, b €A. Поло- 
жим nı = (п, а, b). Имеем Г (а, b, n, i) = (ab, n, i) — 
— b (a, n, i) — (b, n, ija = 0, откуда (a, b, пр = 
= —f (i, a, b, n) + (ia, 6, n)— a (i, b, п) =0, т.е. 


AEAN (1) 

С другой стороны,  i(a, b, п) = —f (a, i, b, n) + 
+ (ai, b, n) — (i, b, n)a = (ai, b, n), т.е. 

iny = (ai; 6, n): (2) 


Далее, из (1) следует, что (и, i, а) = (ni) a — n (ia) = 
—= 0, и так как элемент а произволен, по лемме 7.3 nony- 
чаем [и., НЕМ (4), что. в силу (1) и (2) дает нам 


(а, п, А) = М (A). 


По nemme 7.7 каждый элемент из (ai, п, А) порождает 
тривиальный идеал в А. В силу полупервичности (ai, n, 
А) = (0), и мы имеем теперь 


(n, Г.А) = (0). 


В частности, n Е М (Г), и по теореме 1 n ЕМ (А). Jiem- 
ма доказана. 

Теорема 2 (Слейтер). Пусть А — полупер- 
вичная альтернативная алгебра и Г — правый идеал в А. 
Гогда N (Г) = ГПМ (4). 

14* 
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Доказательство. Как и в доказательстве тео- 
ремы 1, достаточно доказать утверждение в случае, когда 


алгебра А первична. Если Г = (0), то по nemme 3 
(I, I, А) = (0), что в силу леммы 5 влечет I = М (А). 
Легко видеть, что в этом случае утверждение теоремы 
верно. 5 

Если же / Æ (0), то по nemme 8.10 T (Г) Æ (0). Для 
любого элемента n Е М (Г) имеем (п, Г, Л) = (0), откуда 
по лемме 1 (п, A, А) = Ann, T (Г). В силу первичности 
алгебры А получаем, что Ann, T (Г) = (0) и, следова- 
тельно, n € N (А). Таким образом, включение М (Г) = 
= ГП N (А) доказано. Обратное включение очевидно. 

Теорема доказана. 

Теорема 3 (Слейтер). В условиях теоремы 2 
Z (Г = ГП И (А). 

Доказательство. Пусть 35 ЕЙ (Г). Тогда по 
теореме 2 z € N (А). Пусть i € I, а, БЕДА. В силу TOX- 
дества (7.4) 


i [z, а] = [2, ia] — Iz, Па = Q. 


Далее, в силу следствия 1 леммы 7.3 [z, а] E€ N (A), 
и потому (В) [, а] = b (i [z, al) =0. Мы видим, что 
[2, а] Е Ann, (Г). Ввиду того, что элемент [2, a] принадле- 


жит идеалу / и его правому аннулятору, он принадлежит 
и их пересечению, которое является тривиальным идеалом 
в А. В силу полупервичности [2, a] = 0; это означает, что 
z Е7 (А). Мы доказали, что Z (Г = Г 2 (А). Теорема 
доказана, так как обратное включение очевидно. 

Покажем, наконец, что в полупервичной альтернатив- 
ной алгебре всякий aSa сам является полупервичной 
алгеброй. 

Лемма 6. Пусть А — полупервичная альтернатив- 
ная алгебра, I — идеал алгебры А и V — тривиальный 
идеал алгебры Г. Тогда подмодули АЗУ и ТУА*# также 
являются тривиальными идеалами алгебры Г. 

Доказательство. Покажем вначале, что 
AĦ#V — идеал в Г. Пусть a € АЯ, ТЕГ, в ЕТ. Тогда 


(av) i = a (vi) + (а v, i) = a (vi) — (a, i, v) E€ AĦV, 
i (av) = (ia) v — (i, a, v) = (ia) v + (a, i, v) € AĦ#V, 
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что и требовалось доказать. Аналогично получаем, что 
VA# — идеал алгебры Г. Далее, пусть и, и ЕТ, i€, 
а, bE A. Мы имеем 


f (a, i, и, vV) = (la, il, u, v) + (а i, lu, vl) = O. 
Следовательно, 
i (a, u, vV) = —fÍ (a, i, u, v) + (ai, u, v) — (i, u, vja = Q, 
т.е. (а, и, и) Е Ann, (Г). В то же время (a, u, v) = 


= (и, а, и) СГ. Так как в силу полупервичности / f 
N Ann, (Г) = (0), то окончательно получаем 


(А, V, V) = (4V) V = (0). (3) 
Теперь из (3) по тождеству Муфанг имеем 
(bv, i, и) = —(iv, b, u) + (v,i, u) b + (v, b, u) i = Q, 
т.е. 
(АТ, Г, V) = (0). | (4) 
Из (4) по nemme 7.3 следует, что [АТ, У] = М (I), откуда 
в силу (3) и теоремы 1 получаем включение 
VAV = М (A). (5) 
Заметим еще, что, ввиду тождества Муфанг и (4), (3), 
v(i, b, и) = —i (v, b, и + (i, bv, u) + (v, bi, u) =0, 
откуда 
| У (Г, A, V) = (0). (6) 
Положим теперь w = uav. Тогда w Е V, и? = 0, и в силу 
(5) w E€ N (А). Пусть i = ua, тогда в силу (6) 
wbw = w [b (iv)] = w [(bi) v] — w (b, i, v) = 0. 
Итак, w € N (А), wA#w = (0). По nemme 7.6 элемент w 


порождает тривиальный идеал в алгебре А, поэтому 
w = 0. Значит, 


VAV = (0). (7) 
Теперь в силу (4), (3) и (7) мы имеем 
f (i, а, bv, и) = (li, al, bv, и) + (i, a, [bv, ul) = O, 
откуда по (4) 
(а, и, bv) i = —f (а, и, bv) + (ia, u, bv) — a (i, u, bv) =0, 
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т.е. (а, и, bv) Е Ann, (I). Так как (а, и, bv) С Г, то, ввиду 
полупервичности алгебры А, мы получаем 


(А, V, АТ) = (0). (8) 


Из (3), (7) и (8) следует, что (АНУ)? = (0). Аналогично 
получаем, что (УА*)? = (0). 

Лемма доказана. 

Теорема 4 (Слейтер). Пусть А — полупер- 
вичная альтернативная алгебра. Тогда всякий идеал I 
алгебры А сам является полупервичной алгеброй. 

Доказательство. Предположим, что алгебра Г 
не полупервична, т.е. в I есть ненулевой тривиальный 
идеал U. Обозначим через Й множество всех тривиальных 
идеалов алгебры I, содержащих U. Множество U непу- 
сто, так как U € U. Далее, как легко видеть, U является 
индуктивным частично упорядоченным по включению 
множеством, поэтому по лемме Цорна содержит мак- 
симальный элемент V. По nemme 6 АНУЕ\Й, поэтому 
AV = V. Аналогично, VA <= V. Следовательно, V являет- 
ся идеалом алгебры А, откуда V = (0) и U = (0). Полу- 
ченное противоречие доказывает теорему. 

Следствие 1. Всякий идеал первичной альтерна- 
тивной алгебры сам является первичной алгеброй. 

Доказательство. Пусть А — первичная аль- 
тернативная алгебра и I — ее идеал. Если алгебра Г 
не первична, то в ней существуют ненулевые идеалы U, V 
такие, что U. V = (0). Обозначим через М правый anny- 
xarop Ann, (U) идеала U в алгебре Г. Тогда (M Q UP = 
= (0), откуда M П U = (0), так как по теореме 4 алгебра 
7 полупервична. Докажем теперь, что фактор- алгебра 


—= [/М полупервична. Пусть T — идеал в Г, T? = (0). 


и T — полный прообраз идеала T в алгебре Г, то тогда 
Г = М и (ТПО)? >” ТП = М N U = (0), откуда 
ТПО = (0) в силу полупервичности алгебры Г. Следова- 
тельно, UTS ПО ПТ = (0), T&M n T = (0), что noka- 
зывает полупервичность алгебры /. По теореме 8.4 полу- 
чаем, что M является идеалом алгебры А. Но Ann, (M) 2 
> U = (0), что противоречит первичности А. Полученное 
противоречие доказывает, что алгебра Г первична. След- 
ствие доказано. 
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Из теоремы 4 и предложения 8.5 вытекает также 

Следствие 2. Отображение А — P (А) является 
радикалом в классе всех альтернативных алгебр. 

Таким образом, в классе альтернативных алгебр опре- 
делен нижний ниль-радикал. Отметим, что по теореме 8.9 
этот радикал является наследственным. 


Упражнения 


1. Пусть Г — идеал альтернативной алгебры А ие — единица 
алгебры Г. Доказать, что e Е М (А). 

В упражнениях 2—6 I — минимальный правый идеал альтер- 
‚ нативной алгебры А, причем Г? Æ (0). 
2. Пусть (Г, Г, А) = (0). Доказать, что 


а) Г = P = vI для некоторого v€ Г; 


бу = T (Iy 
в) (Г, Г, А) = (0); 
г) Г =М (A). 


Указание. При доказательстве в) рассуждать, как в лем- 
ме 5, для доказательства г) воспользоваться утверждениями пунк- 
тов 0), в) и тождеством (7.18). | 


3. Доказать, что либо Г < U (А), либо Í = D (А). 
Указание. Воспользоваться леммой 3 и предыдущим 
упражнением. 


4. Пусть Г = U (А). Тогда 12 = Г, I = II и Г является mann- 
мальным правым идеалом ассоциативной алгебры Г. Если, кроме 


того, Ann, (Г) = (0), то Г — простая алгебра. | 
5. Доказать, что если А ассоциативна, то I = eA для некото- 
poro идемпотента e E A. 


6. Пусть тр (А). Тогда Г = Г алгебра Кэли — Диксона. 
7 (Слейтер). Пусть Г — минимальный правый идеал аль- 
тернативной алгебры А и I? Æ (0). Тогда I? = Ги I является munn- 


мальным правым идеалом алгебры Г. Кроме того, Г = eA для HeKo- 
Toporo идемпотента e Е М (А). 

8. Доказать, что полупервичная альтернативная алгебра не 
содержит ненулевых тривиальных правых идеалов. 

9 (Слейтер). Пусть А полупервичная альтернативная 
алгебра и Г — идеал алгебры А. Тогда множество всех минимальных 
идеалов (правых идеалов) алгебры [Г совпадает с множеством всех 
минимальных идеалов (правых идеалов) алгебры А, содержащихся 
в Г. 

10. Доказать, что если А — полупервичная альтернативная 
алгебра, то Z (D (А)) = N (D (4А)). 

Указание. Воспользоваться теоремой 8.11. 

В упражнениях 11—13 А — полупервичная альтернативная 
алгебра, [I — правый идеал алгебры А. 

11. Пусть У — тривиальный идеал алгебры Г. Доказать, что 
У=м (Г. ` 

Указание. Доказать, что V N I= (0). 
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12. Пусть У — ядерный идеал алгебры Г. Доказать, что ТА — 
ядерный правый идеал алгебры А. 

13 (C xe ï T e p). Пусть А полупервична и чисто альтернативна. 
Тогда и алгебра Г полупервична и чисто альтернативна. 


$ 2. Невырожденные альтернативные алгебры 


Элемент а альтернативной алгебры А называется а6со- 
лютным делителем нуля, если aAa = (0). Алгебра А 
называется невырожденной (или сильно полупервичной), 
если А не содержит ненулевых абсолютных делителей 
нуля. Как легко видеть, ассоциативная алгебра А являет- 
ся невырожденной тогда и только тогда, когда А полу- 
первична. В случае альтернативных алгебр ситуация 
усложняется. Ясно, что всякая невырожденная алгебра 
является полупервичной. Однако вопрос о том, может ли 
полупервичная альтернативная алгебра содержать нену- 
левые абсолютные делители нуля, До сих пор остается 
не выясненным до конца. В этом параграфе мы покажем, 
что полупервичные альтернативные алгебры характери- 
стики =23 являются невырожденными, и изучим некоторые 
свойства невырожденных альтернативных алгебр. 

Теорема 5 (Клейнфелд. Пусть А — полу- 
первичная альтернативная алгебра, причем ЗА = А. Тогда 
А невырождена. 

Доказательство. Ввиду следствия теоремы 8.6, 
нам вновь достаточно доказать теорему в случае, когда 
алгебра А первична. Предположим, что А не является 
невырожденной, т.е. А содержит ненулевой абсолютный 
делитель нуля а. Рассмотрев, если необходимо, вместо а 
элемент 4”, мы можем считать, что «Аа = (0). Обозначим 
через Г множество 


T = {t € A |a (А) = (aA¥#) t = t (АЗ) = (0)}. 


Заметим, что T = (0), так как a Е T. Зафиксируем Heko- 
торый элемент t E T и рассмотрим Ф-модуль S = S (t), 
порожденный множеством (aA, t, А). Пусть <z, y, 2 — 
произвольные элементы алгебры А. Так как (а, А, t) = 
= (0), то мы имеем (ах, t, £x) = х (а, t, x) =0. Линеа- 
ризовав это соотношение по L, получим 


(ах, t, y) > — (ау, t, x). (9) 
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Далее запись вида и = будет означать, что и — V Ẹ S. 
Мы имеем 


f (ax, t, y, а = (laz, tl, y, z) + (ly, zl, az, t) = 0. 
Следовательно, 


(ax, t, y) = (ax, t, zy) — y (ax, t, z2) — f (z, y, ax, t) = 
= —]j (ax, $, 2), 


(ax, t, y) z = —y (ax, t, 2). (10) 
Теперь в силу (10) и (9) получаем 
(ах, t, y) z = -у(х, t, z) = y (az, t, x) = 
= — (az, t, у) x = (ay, t, z) x = 
= — 2 (ay, t, x) = z (ax, t, y), 
T.e. [(ах, t, y), zl € S. Мы доказали, что 
[S, A] S 8S. (11) 
Обозначим через U подмодуль Ф-модуля А, порожденный 


множеством 5А*#. По тождеству (7.7) для любых $65, 
x, УЕ А имеем 


3 (x, у, $) = [zy, $] — z ly, sl — Ш, у = 
= [жу, $] — ly, sl — [х, [y, $] — [х, $ у, 
откуда, ввиду (14) и условия ЗА = А, заключаем, что 
(А, А, 5) = 0. | (12) 
Теперь по (12) и (11) для любых s € S, аЕ АЗ, b € имеем 
(sa) b = s (ab) + (s, а, b) Е U, 
b (sa) = (bs) a — (b, s, а) = (sb) а + Íb, sla — 
E а) Е 0, 


т.е. U — идеал алгебры А. Далее, в силу линеаризован- 
ного тождества Муфанг имеем 


(ax, t, у) ig —(yz, t, a) и (z, t, y) a + (x, t, a) == 
= (x, Буа, 
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откуда по правому тождеству Муфанг для любых z, y E Å, 
z Е А+ 


(ах, t, у) а = (I(x, t, у) а] 2) а = (z, t, y) (aza) = 0, 


т.е. a E Ann, (U). Так как алгебра А первична и а -20, 
то мы получаем, что U = (0). Аналогичным образом, pac- 
смотрев Ф-подмодуль 5’ = S’ (t), порожденный множе- 
ством (Аа, t, A), и идеал 0’ = А#5’, мы получим, что 
а Е Ann, (U'), откуда U’ = (0). Мы доказали, в частности, 
что 5 (К = 5’ (1) = (0) для любого ЕЕТ, т.е. 


(aå; T; А) = (Аа, T, А) = (0). (13) 
Заметим теперь, что для любых z, YEA, ЕТ 
f (£, у, а, t) = (zy, a, t) — y (zx, a, t) — (y, а, t)z =0, 
откуда, ввиду (13), 
0 = (az; = f la; зуд тх(а да цда= 


= (т, У, ра = — f (a, t, <, y) SR (at, T, y) ai 
— t (a, х, у) = —t (a, x, y) 
_ и, аналогично, 
0 = (ха, у, В = —(1, ца = 
= f (t, x, у, а) — (tx, у, а) + z (t, y, а) = —(tz, у, а). 
Следовательно, 
(ТА, А, а = Т (а, А, А) = (0). (14) 


Покажем теперь, что T — идеал алгебры А. Для любых 
хЕА, уЕАЧ, ЕТ имеем в силу (13) 


(ау) (tx) = —(ay, t, x) + ((ay) t) £ = 0, 
откуда согласно (14) 
а (у (12)) = (ау) (tx) — (u, у, tx) = 0. 
Наконец, по (13) и (14) имеем 
(tx) (ya) = t [x (уа)] + (t, x, ya) = t lz (уа)| = 
| = Е (ху) а] — t (z, у, а) = 0. 


Полученные соотношения показывают, что Г — правый 
идеал алгебры А. Аналогично доказывается, что Г являет- 
ся левым идеалом в A. Так как a E T иа Е Ann (T), то 
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в силу первичности алгебры А мы получаем, что а = 0. 
Полученное противоречие доказывает теорему. 

Чтобы перейти от алгебр с ограничением ЗА = А 
к случаю алгебр без элементов порядка 3 в аддитивной 
группе, нам понадобятся некоторые дополнительные рас- 
смотрения. 

Пусть R — некоторое кольцо и А# = R + Я.1 — 
кольцо, полученное формальным присоединением еди- 
ницы к R (здесь Æ — кольцо целых чисел). 

Предложение 1. Кольцо В является полупер- 
вичным (невырожденным) тогда и только тогда, когда 
кольцо В+ полупервично (соответственно невырождено). 

Доказательство. Так как всякий идеал коль- 
ца А является идеалом в АЗ, то ясно, что из полупервич- 
ности А+ следует полупервичность А. Ясно также, что 
из невырожденности кольца А+ следует невырожден- 
ность R. Для доказательства обратных утверждений 
достаточно заметить, что всякий нильпотентный элемент 
кольца А+ лежит в R. Пусть r= n.1 {г Е АЗ, где 
пЕЯ,г € R, и пусть г? = 0. Тогда мы имеем 0 = п?.14 + 
+ r”, где r” € R, откуда n = 0 u r = r € R. Предложе- 
ние доказано. 

Предположим теперь, что центр Z = Z (В) кольца В 
отличен от нуля. Непустое подмножество © центра Z 
называется мультипликативным подмножеством, если 
5 содержит вместе с любыми двумя элементами L, у их 
произведение ху. Как и в случае ассоциативно-коммута- 
тивных колец (см., например, Ленг C., Алгебра, стр. 85), 
мы можем построить кольцо частных кольца R по S. 

Рассмотрим пары (г, $), где rE В из Ею. Определим 
отношение (г, $) ~ (г’, S) между такими парами следую- 
щим условием: существует элемент Sı E S, для которого 
$ (sr — sr’) = 0. Тривиально проверяется, что это будет 
отношением эквивалентности. Класс эквивалентности, 
содержащий пару (г, $), обозначим через s~r, а множество 
классов эквивалентности — через SIR. Сложение и 
умножение в множестве STIR вводятся следующими YC- 
ловиями: 


sir + sī ri = (ss) (sir + sri), 


(str) (sira) = (581) * (гг). 
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Тривиально проверяется, что сложение и умножение 
определены корректно и что относительно этих операций 
множество STIR является кольцом. 

Заметим, что наряду с кольцом STIR мы можем pac- 
сматривать и обычное ассоциативно-коммутативное кольцо 
частных S-Z центра Z по S. 

Пусть Sọ — некоторый фиксированный элемент множе- 
ства S. Как легко видеть, элемент 5015, является единицей 
кольца SIR; при этом 59015, = $15 для любого s€ S. 
Кроме того, $5" = (ss) (rs) для любых ге Rus, €S, 
т. е. мы можем «сокращать» наши дроби на элементы из Ő. 
Рассмотрим теперь отображение Qo: В —> SR, при кото- 
ром Po (г) = sọ! (rsọ). Сразу видно, что фо — гомоморфизм 
колец. Кроме того, всякий элемент из Фу (S) обратим 
в SIZ (обратным K SỌ! (55) служит (SS) t sọ). Если $ — 
другой элемент из ©, то, как легко видеть, отображение 
ф: А SR, при котором œ, (т) = sī! (rsi), совпадает 
с отображением Qo. Таким образом, отображение Po 
не зависит от выбора элемента Sọ, и мы будем обозна- 
чать его через Ọs- 

Предложение 2. Пусть 5 — мультипликатив- 
ное подмножество центра Z кольца В, причем S не содер- 
жит делителей нуля кольца В. Тогда 

1) отображение фз: В > STIR является вложением 
кольца R e SIR; 

2) 7 (SR) = 517; 

3) кольцо STIR полупервично (невырождено, первично) 
тогда и только тогда, когда кольцо В полупервично (соот- 
ветственно невырождено, первично); 

4) если кольцо В является алгеброй над D, то и кольцо 
SIR будет алгеброй над Ф относительно композиции 
æ. (str) = s™ (ar), где a€, sES, ГЕВ; при этом 
Ф-алгебра SIR удовлетворяет однородному тождеству 
f = f (t, .... д.) Е DIX] тогда и только тогда, когда 
Ф-алгебра R удовлетворяет этому тождеству; 

5) если S N I == Ø для некоторого идеала Г кольца R, 
то множество Sı = S [|] I является мультипликативным 
подмножеством центра кольца Г; при этом кольца частных 
SH и SR совпадают. 

Доказательство. Мы уже отмечали, что ото- 
бражение фз является кольцевым гомоморфизмом. Если 
фз (г) = $1 (rs) = 0 для некоторого г Е А, то по опреде- 
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лению это означает, что существует $ Е S, для которого 
$ (755) = (55%) г = 0 и, следовательно, г = 0. Тем самым 
1) доказано, и мы будем далее отождествлять кольцо А 
с его образом фз (В) в кольце SER. 
Пусть теперь z ЕЙ, г, tE R, S, Si, Sa € S. Мы имеем 
(s r ЗВ = ss) (д, г, #) =0, 
Iez, зи = (584) t z; г] = 0, 


откуда следует, что SZ = Z (518). Обратно, пусть 
s“ir € Z (SR). Тогда для любых z, y € R имеем 


0 = (sr, z, y) = s™ (r, x, y) = (s™ (r, x, y)) $ = (г, z, У), 
т.е. r E N (R). Аналогично получаем, что [r, z] = 0 для 
любого x E€ R, t.e. ГЕЙ un Z (SR) = SZ. Тем самым 
доказано утверждение 2). 

Заметим теперь, что для любого идеала l кольца А 
множество STH = {sti |$ 65, 161} является идеалом 
кольца SIR; при этом L.J = (0) для каких-либо идеалов 
I, J кольца R тогда и только тогда, когда (SH). (SJ) = 
= (0). Отсюда следует, что полупервичность или первич- 
ность кольца SR влекут соответственно полупервич- 
ность или первичность кольца А. Для доказательства 
обратных утверждений достаточно, очевидно, заметить, 
что / Q R = (0) для любого ненулевого идеала I кольца 
5-1А. Пусть 0 i€, = $1", где s€ S, rE R. Тогда 
r 0, г= si EI N R, откуда ГП R Æ (0). Пусть, mako- 
нец, а — абсолютный делитель нуля кольца R, T.e. 
аВа = (0). Тогда для любых ГЕЙ, $65 мы имеем 
а (str) а = s™ (ага) = 0, т.е. а является абсолютным 
делителем нуля кольца SİR. Обратно, если элемент 
£ = $ ! является ненулевым абсолютным делителем нуля 
кольца SİR, то элемент 5х = г будет ненулевым абсо- 
лютным делителем нуля в R. Отсюда следует, что кольцо 
SIR является невырожденным тогда и только тогда, когда 
В невырождено. Утверждение 3) доказано. 

Ясно, что если А является Ф-алгеброй, то и кольцо 
SIR будет Ф-алгеброй относительно комцозиции, ука- 
занной в предложении. Если Ф-алгебра SR удовлетво- 
ряет какому-то тождеству, то и Ф-алгебра В как подалгеб- 
ра алгебры SR должна удовлетворять этому тождеству. 
Пусть, наоборот, алгебра R удовлетворяет однородному 
тождеству f (z4, ..., д) Е Ф [X], и пусть все одночлены, 
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входящие в f, имеют тип |k}, ..., №, |. Тогда для любых 
элементов г... п ER, $,... S1 EÙ мы имеем 
о =, 


т.е. алгебра SİR также удовлетворяет тождеству f. Тем 
самым доказано и 4). 

Пусть, наконец, Z Q S = S Æ @ для некоторого 
идеала / кольца А. Ясно, что 9, является мультиплика- 
тивным подмножеством центра кольца / и что справедливо 
включение SH <= SIR. Зафиксируем теперь некоторый 
элемент $, Е S4. Всякий элемент вида 5!" из кольца SIR 
можно представить в виде str = ($3°)-" (т5,). Так как 
SS EI N S, г5 Е Г, то тем самым доказано, что SIR = 
<= StI. Предложение доказано. 

Из 4) следует, что если кольцо А принадлежит одно- 
родному многообразию 3, то этому многообразию mpr- 
надлежит и кольцо SIR. В частности, если А альтерна- 
тивно, то и SIR альтернативно. 

Теперь мы в состоянии доказать аналог теоремы 5 для 
альтернативных алгебр без элементов порядка 3 в адди- 
тивной группе. 

Теорема 5’. Пусть А — полупервичная альтер- 
нативная алгебра без элементов порядка 3 в аддитивной 
группе. Гогда А невырождена. 

Доказательство. Рассмотрим алгебру А как 
кольцо. Легко видеть, что кольцо А полупервично. По 
предложению Í тогда и кольцо А# = A- Я.1 полупер- 
вично; при этом Z (А*) (0). Рассмотрим в центре Z (А+) 
кольца А+ подмножество S = {3*.1 |k =1,2,...}. 
Ясно, что 5 — мультипликативное подмножество центра 
Z (А*); кроме того, в силу условия теоремы 5 не содержит 
делителей нуля кольца А+. По предложению 2 кольцо А# 
изоморфно вкладывается в кольцо частных SIAH, которое 
также является полупервичным. Далее, легко видеть, что 
3 (51А*+) = SIAH, поэтому по теореме 5 кольцо SIAH 
невырождено. Ввиду предложений 2 и 1, кольцо А также 
является невырожденным. Так как понятие невырож- 
денности никак не зависит от кольца операторов, то тем 
самым теорема доказана. 

Замечание. Отметим без доказательства, что вся- 
кая конечнопорожденная полупервичная алгебра является 
невырожденной. Это вытекает из следующего результата, 
принадлежащего Шестакову [271]. 


$ 2] [НЕВЫРОЖДЕННЫЕ АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ 998 


Для любого натурального числа т существует такое 
натуральное число f (m), что во всякой альтернативной 
алгебре от т порождающих любой абсолютный делитель 
нуля порождает идеал, нильпотентный индекса не больше 
f (т). 

Перейдем теперь к изучению свойств невырожденных 
альтернативных алгебр. 

Теорема 6 (Клейнфелд). Пусть А — невы- 
рожденная альтернативная алгебра. Тогда либо А = 
= Z (А), ‚либо Nart [А] Æ (0). 

Доказательство. Напомним, что через Nar [А] 
мы обозначили подалгебру алгебры А, состоящую 
из всевозможных специализаций в алгебре А элементов 
ассоциативного центра NAjt свободной альтернативной 
алгебры Alt [X] (см. $ 7.2). В силу тождеств Влейнфелда 
в алгебре Alt [X] верны соотношения 


ET A T3, т) — (lz, tal, [21, Lol T3, 2%) a 0, 


откуда следует, что [21, zalt 6 Nato и по nemme 7.3 
[lzi £31, [21, zəl 23| E Мли. Предположим, что Nar [А] = 
= (0). Тогда для любых z, y ZEA и v = Íz, y] мы 
имеем vt = [12, vz] = 0. Поэтому v [v?, z] = [v?, vz] = 0 
И 10222 = v? |z, v?] = 0, откуда, ввиду невырожденности 
алгебры Á, 


v =e yF = 0. (15) 
Линеаризуя это соотношение по у, получаем 
ние lr a=. (16) 


Теперь в силу (15) и (16) имеем 
vzv = vav + 2 = [т, у] х[х, yl + z [z, у] [х, yl = 


= [zyl o [z zy = 0, 
откуда 
vlv, д] = в, жи = 0. (17) 


Далее, по тождеству (7.7) имеем‘ 
giv; al = [20, х| — 1, жо — За, из). 


Проантикоммутировав обе части этого равенства с эле- 
ментом lv, x], получим в силу (15), (16) и (7.145) 
lv; el zlo al = Bo, alelo, el мое = 


— 3 (z, v, x) o lv, z] = —([z, z] v)o lv, zl, 
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и далее в силу (16), (17) и линеаризованных тождеств аль- 
тернативности 


lv; zI ziv; z} = — (lz; zl vjs lv; z] = 
= (v [a] 2, х] — alll и) = 
= —(v [v, 2]) [z, z] + v (lz, хо [v, xl) + 
+ [z, x] (lv, z] v) — (№, хо [z, zl) v = 0. 
Ввиду невырожденности алгебры А, отсюда следует, что 
а = Па] =: (18) 
В частности, Шо, z], 0] = 0, поэтому по (15) 
0 = [%®, =] = по[и, 5] = 2020, 
откуда вновь в силу невырожденности А получаем 
w = 2, y] = 0. (19) 
Теперь имеем по (19) и (18) 
[z?, y] = zolz, yl = Iiz, yl, x] + 2z Ix, y] = O. 
Линеаризуя это соотношение по х, получаем 


[zo y, 2] = 0, 
откуда, ввиду (19), 


lv и Е а l aa y l0, 
и далее по (15) 
vw = 088 = 0. 


Следовательно, V = 0 и алгебра А коммутативна. По лем- 
ме 7.8 теперь имеем (z, у, 2)? = 0 и далее (x, у, 2) X 
Хх t (x, Y, 2) = (x, У, 2)" t = 0, откуда (т, Y, 2) = 0. 
Таким образом, алгебра А ассоциативна и коммутативна, 
т.е. Z (A) = А. Теорема доказана. 

Следствие. Пусть А — невырожденная альтерна- 
тивная алгебра. Тогда, если А (0), то и М (А) Æ (0). 

Действительно, мы имеем включения 


Nat [А] = М (4), 2(А) = М (А), 
ИЗ которых все следует. 


Лемма 7. Всякий идеал невырожденной альтерна- 
тивной алгебры сам является невырожденной алгеброй. 
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Доказательство. Пусть А — невырожденная 
альтернативная алгебра и I — идеал алгебры А. Ipex- 
положим, что существует. $ Е I такой, что ili = (0). Тогда 
для любых xz, у Е А в силу тождеств Муфанг мы получаем 


(ixi) y (ixi) = li (1:1) (ixi) = [i (x-iy)] (ix. i) = 
= i [(x-iy) (ix)] i = 0. 


Следовательно, (ixi) А (ixi) = (0), откуда в силу невырож- 
денности алгебры А следует ixi = 0. Ввиду произволь- 
ности элемента х, это означает, что 141 = (0), откуда 
окончательно имеем i = 0. Таким образом, алгебра I 
не содержит ненулевых абсолютных делителей нуля. 
Лемма доказана. 

Теорема 7 (Слейтер). Лусть А — невырож- 
денная альтернативная алгебра. Если А неассоциативна, 
то Z (А) = (0). 

оказательство. Рассмотрим ассоциаторный 
идеал D = D (А) алгебры А. Так как А неассоциативна, 
то DÆ (0). По лемме 7 идеал D является невырожденной 
алгеброй, поэтому по следствию теоремы 6 N (D) Æ (0). 
Далее, ввиду полупервичности D, по теореме 1 мы имеем 
N (D) = D ПМ (A). Выберем 0 n ED ПМ (A). Тогда 
для любого a E€ А мы имеем по теореме 8.11 


Ín, al Е М (4) Пр = бр, 


где U = U (А) — ассоциативное ядро алгебры А. В силу 
предложения 8.10 мы имеем (U N DP = (0), откуда, 
ввиду полупервичности алгебры А, следует, что U N D = 
= (0). Тем самым доказано, что [п, а] = 0 для всех 
а СА, т.е. 0 n ЕЙ (А). Теорема доказана. 

Следствие 1. Бсякая невырожденная альтерна- 
тивная ниль-алгебра ассоциативна. 

Действительно, если А неассоциативна, то по теореме 7 
Z (А) Æ (0). С другой стороны, легко видеть, что никакая 
полупервичная алгебра не может содержать в своем центре 
ненулевых нильпотентных элементов. 

Следствие 2 (Клейнфелд). Пусть А — 
полупервичная альтернативная ниль-алгебра без элементов 
порядка 3 в аддитивной группе. Тогда А ассоциативна. 

В заключение этого параграфа мы применим получен- 
ные результаты к произвольным полупервичным альтер- 
нативным алгебрам. 


15 К. А. Жевланов и др, 
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Пусть А — некоторая алгебра и т — натуральное 
число. Положим Ат = {x € A | тх = 0} и через А = 
= А (т) обозначим фактор-алгебру А/Ат 

Лемма 8. Если алгебра А полупервична, то алгебра 
А полупервична и не содержит элементов порядка т в адди- 
тивной группе. 


Доказательство. Пусть / — идеал алгебры А 
и l? = (0). Рассмотрим полный прообраз I идеала 7 
в алгебре A. Тогда I — идеал в А и Г = Apm. Это значит, 
что mI? = (0), откуда (mI)? = (0), и, ввиду полупервич- 
ности алгебры А, имеем mI = (0). Следовательно, [= Аж 

и Г = (0), так что алгебра А полупервична. 

Заметим, что (MA 2)? = (0). Ввиду полупервичности 
А, отсюда следует, что тА 2 = (0) и Аш: = Аш. Если 
теперь Е (A)m, то mz = 0, и для любого pogi pana Ч 
элемента T B ai A мы имеем тх E Am, m'g = 0, 
откуда £ Е Ám = Ат x = 0. Тем самым доказано, что 
(A)m = (0), т.е. в А нет элементов порядка M. 


Лемма доказана. 

Теорема 8 (Слейтер). Пусть А — полупер- 
вичная альтернативная алгебра. Тогда 

1) За =0 для любого абсолютного делителя нуля а 
алгебры А; 

2) если ЗА Æ (0), то N (А) = (0); 

3) если ЗА Æ М (A), то Z (А) Æ (0). 

Доказательство. Рассмотрим фактор-алгебру 
А = А/А.. По nemme 8 и теореме 5’ алгебра А невырож- 
дена, поэтому всякий абсолютный делитель нуля алгеб- 
ры А лежит в Á}. 

Тем самым доказано 1). 


Далее, если ЗА = (0), то А Æ (0). По следствию тео- 
ремы 6 мы имеем М (А) Æ (0). Выберем 0 ) n ЕМ (А), 
и пусть N — некоторый прообраз элемента n в А. Пусть, 


далее, г, $ЕД, t= (п, г, s). Тогда t= (п, т, $) = =a. 
в алгебре А. Значит, t € A; m (3n, r, 5) = 0. Так как эле- 
менты г, $ были произвольными, то 3n E М (А). Если 


ən = 0, то ПЕД. и n =Q. Следовательно, 0 = 3n Е 
ЕМ (А) и N (A) Æ (0), что доказывает 2). 
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Наконец, если ЗА Œ М (A), то алгебра А неассоциа- 


тивна. По теореме 7 мы имеем Z (А) = (0), откуда, как 
и в случае 2), получаем Z (А) Æ (0). 

Теорема доказана. 

Следствие. Пусть А — произвольная альтерна- 
тивная алгебра. Тогда За Е ® (А) для любого абсолютного 
делителя нуля а алгебры А. 


Упражнения 


1. Пусть А — некоторое кольцо с ненулевым центром Z, S — 
мультипликативное подмножество центра Z, не содержащее дели- 
телей нуля кольца А. Для идеала I кольца А положим SH = 
= {$ Е STIR | s€ S, i Е Г}. Доказать, что отображение фз: Г — 
— 5 11 отображает множество всех идеалов кольца R на множество 
всех идеалов кольца частных SIR. При этом для любых идеалов 
I, J кольца В 


S (I + J) = SH -+ SIJ, 
S (IJ) = (S71) (SJ), 
SA о 
2. Доказать, что имеет место следующий изоморфизм: 
SIR = S12 Qz В. 


3. Пусть А — первичное кольцо. Доказать, что кольцо В+ 
первично тогда и только тогда, когда для любого п СЯ в R нет 
таких элементов а, что А’ = La = NE. 

4. Доказать, что в произвольной альтернативной алгебре А 
подмодуль o/b (А), порожденный всеми абсолютными делителями 
нуля, является идеалом. 

5. По аналогии с бэровской цепочкой идеалов {Po (А)} опре- 
делим в произвольной альтернативной алгебре А цепочку идеалов 
(0) = Mı (А) = Ma (А) =... =оЛа (А) E... о (А), где 
oM (А) — идеал алгебры А, введенный в задаче 4. Доказать, что 
отображение А - о (А) является наследственным радикалом 
в классе всех альтернативных алгебр; при этом полупростой класс 
радикала о/{ есть в точности класс всех невырожденных альтер- 
нативных алгебр. 

6. Доказать, что во всякой альтернативной алгебре А 


M (А) > B (А) Ə 3A (A). 


$ 3. Первичные альтернативные алгебры 


Пусть А — некоторое кольцо такое, что Z = Z (А) Æ 
Æ (0), и Z не содержит делителей нуля кольца А. Тогда 
множество 7* = ZN {0} является мультипликативным 
подмножеством центра Z, и мы можем рассмотреть кольца 


15* 
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частных Z, = (7*)-1 Z и В, = (7*)" В. Ясно, что в pan- 
ном случае кольцо Й, будет обычным полем частных ассо- 
циативно-коммутативного кольца Z без делителей нуля. 
По предложению 2 мы имеем Z (А!) = Z4, так что кольцо 
В, можно естественным образом рассматривать как цен- 
тральную алгебру над полем Z4. Кроме того, кольцо R 
изоморфно вкладывается в алгебру R. 

Введем теперь следующее определение. Альтернатив- 
ное кольцо К с ненулевым центром Z, не содержащим дели- 
телей нуля кольца А, будем называть кольцом Кэли — 
Диксона, если кольцо частных K, = (7*)* К является 
алгеброй Кэли -- Диксона над полем частных Z; цент- 
ра Z. 

Предложение 3. Всякое кольцо Кэли — Диксона 
является первичным невырожденным чисто альтернатив- 
ным кольцом. Любой ненулевой идеал кольца Кэли — 
Диксона сам является кольцом Кэли — Диксона. Обратно, 
если некоторый идеал Г первичного альтернативного KOND- 
ца В является кольцом Кэли — Диксона, то и само konb- 
yo В есть кольцо Кэли — Диксона. 

Доказательство. Пусть К — некоторое KOJI b- 
цо Кэли — ДиксонаиС = K, — соответствующая алгебра 
Кэли — Диксона. Так как всякая алгебра Кэли — Дик- 
сона является простым кольцом (в частности, первичным), 
то, ввиду предложения 2, кольцо К является первичным. 
Далее, ввиду неассоциативности алгебры С кольцо К 
также неассоциативно, поэтому по следствию предложе- 
ния 8.10 К чисто альтернативно. Для доказательства 
невырожденности кольца К достаточно установить в силу 
предложения 2, что алгебра Кэли — Диксона С невырож- 
дена. Пустьа ЕС, а 0, аСа = (0). Тогда, в частности, 

= 0, откуда t (а) = п (а) = 0, где t (x) и п (x) — соот- 
ветственно след и норма элемента х в алгебре Кэли — 
Диксона С (см. гл. 2). Теперь для любого z Е С мы имеем 
в силу (2.24) 
axza = (аох) а — ха? = 

= t (a) ха + t (x) aè — t (x) t (a) а + t (ха) а = 
=i (zaja = 0. 
Заметим, что в силу (2.8) 
t (za) = f (za, 1) = —f (z, a) + f (z, 1) f (a, 1) = 
ai —f (т, а). 
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Ввиду невырожденности формы f на С, найдется элемент 
хеЕС, для которого t (za) = —f (x, а) ==0. Но тогда 
а = 0. Полученное противоречие доказывает невырож- 
денность алгебры С и кольца К. 

Пусть теперь (0) == Г — идеал кольца Кэли — Диксо- 
на К. По следствию 1 теоремы 4 и лемме 7 кольцо Г пер- 
вично и невырождено. Если / ассоциативно, то по тео- 
peme 1 имеем Г = М№ (Г = М(К), откуда IS 0 (К) 
и U (K) (0), что противоречит чистой альтернатив- 
ности кольца К. Значит, кольцо Г неассоциативно. 
Тогда по теоремам 7 и 3 мы имеем (0) = 7 (Г = ГП (К), 
откуда в силу утверждения 5) предложения 2 следует, 
что С = SI, где S = Z (Г) {0}, т.е. Г есть кольцо 
Кэли — Диксона. 

Пусть, наконец, А — некоторое первичное альтерна- 
тивное кольцо и Г — идеал кольца А, являющийся коль- 
nom Кэли — Диксона. Тогда Zo = Z (Г) Æ (0), откуда 
и Z = Z (R) Æ (0). Ввиду первичности кольца В, мно- 
жество 7* = ZN {0} не содержит делителей нуля коль- 
ца А. Следовательно, мы можем рассмотреть кольцо 
частных А, = (2*) R. Так как ГГ Z* = Z = Z (DN 
N {0} == Ø, то вновь по утверждению 5) предложения 2 
мы получаем, что (Z) Г = (7*)-1 R. Так как по условию 
кольцо (Z) I является алгеброй Кэли — Диксона, то 
тем самым доказано, что R есть кольцо Konn — Дик- 
сона. 

Предложение доказано. 

Следствие. Всякое кольцо Кэли — Диксона ниль- 
полупросто. 

Доказательство. Пусть S (K) — верхний 
ниль-радикал кольца Koxa — Диксона К. Если S (К) => 
Æ (0), то S (К) есть кольцо Кэли — Диксона. С другой 
стороны, по следствию 1 теоремы 7 всякое невырожденное 
альтернативное ниль-кольцо ассоциативно. Полученное 
противоречие доказывает, что S (К) = (0), T. e. в К нет 
ненулевых ниль-идеалов. Следствие доказано. 

Покажем теперь, что, кроме колец Кэли — Диксона, 
других первичных невырожденных альтернативных HeAC- 
социативных колец не существует. 

Теорема 9 (Слейтер). Пусть А — первичная 
невырожденная неассоциативная альтернативная алгебра, 
Тогда А является кольцом Кэли — Диксона, | 
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Доказательство. По теореме 7 мы имеем 
Z = (А) = (0). Кроме того, из первичности А легко 
следует, что Z не содержит ненулевых делителей нуля 
кольца А. Следовательно, мы можем образовать соответ- 
ствующее кольцо частных Á}, которое является алгеброй 
над полем частных Z; центра Z. По предложению 2 алгеб- 
ра А, альтернативна, первична и Z (A) = Z. Кроме 
того, кольцо А изоморфно вкладывается в кольцо Ау, 
поэтому алгебра А. неассоциативна. Ввиду теоремы Клейн- 
фелда, для доказательства нашей теоремы достаточно 
теперь показать, что А, — простая алгебра. 

Заметим, что так как А, неассоциативна и первична, 
то по следствию предложения 8.10 А, является чисто аль- 
тернативной алгеброй, т.е. U (A) = (0). Пусть теперь 
Г — произвольный ненулевой идеал алгебры A. По след- 
ствию 1 теоремы 4 и лемме 7 алгебра I первична и невы- 
рождена. Если / ассоциативна, то по теореме 1 имеем 
I = М (Г = М (А!), что противоречит чистой альтерна- 
тивности алгебры А.. Значит, алгебра Г неассоциативна. 
Тогда по теоремам 7 и 3 мы имеем (0) Z (Г) = ГП 
N Z (4,) = ГП Z. Пусть 0 a € I N Z. Тогда мы имеем 
1 = а.а& "ЕТ, откуда Г = А,. Следовательно, алгебра 
А, проста. 

Теорема доказана. 

Следствие. Лусть А — первичная альтернатив- 
ная неассоциативная алгебра, причем ЗА -2 (0). Тогда 
А является кольцом Кэли — Диксона. 

Доказательство. Ввиду теоремы 5’, доста- 
точно доказать, что в аддитивной группе алгебры А нет 
элементов порядка 3. Пусть 


Аз = {x СА | 3х = 0}, 


тогда А. — идеал алгебры А, при этом Аз:(3А) = (0). Так 
как 3А — также идеал алгебры A и по условию ЗА Æ (0), 
то мы получаем А. = (0). Следствие доказано. 

Назовем первичную альтернативную алгебру исклю- 
чительной, если она неассоциативна и не является кольцом 
Кэли — Диксона. Вопрос о том, существуют ли исклю- 
чительные первичные альтернативные алгебры, остается 
открытым до сих пор. Из доказанного следует, что всякая 
такая алгебра должна содержать ненулевые абсолютные 
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делители нуля и иметь характеристику 3. Найдем еще ряд 
свойств таких алгебр 

Теорема 10 (Слейтер. Пусть существует 
исключительная первичная альтернативная алгебра. Гогда 
существует исключительная первичная альтернативная 
алгебра S со следующими свойствами: 

1) 35 = (0); 

2) в 5 есть ненулевые абсолютные делители нуля; 

3) N (5) = (0); 

4) S является альтернативной Р]-алгеброй; 

5) S локально нильпотентна; 

6) S не содержит минимальных односторонних идеалов. 

Доказательство. Нам дана некоторая исклю- 
чительная первичная алгебра А, которая, как мы видели, 
удовлетворяет условиям 1) и 2). Мы будем теперь после- 
довательно строить новые алгебры, удовлетворяющие все 
большему числу перечисленных свойств. 

Заметим прежде всего, что если В — первичная исклю- 
чительная алгебра, то всякий ненулевой идеал I алгебры B 
также является исключительной первичной алгеброй. 
Действительно, ввиду чистой альтернативности алгебры P, 
алгебра / неассоциативна, а по предложению 3 алгебра Г 
не может быть кольцом Kənan — Диксона. Наконец, по 
следствию 1 теоремы 4 алгебра I первична. 

Вернемся к алгебре А. Если N (А) = (0), то свойство 3) 
E В противном случае по теореме 8.14 мы имеем 

Z (А) = М (А) = (0), и мы можем, как обычно, образовать 
алгебру частных Å. Если алгебра А, проста, то Á} есть 
алгебра Кэли — Диксона, а А — кольцо Кэли — Диксо- 
на, что противоречит условию. Следовательно, алгебра А, 
не проста. Пусть теперь Г — любой собственный идеал 
алгебры A. Тогда по доказанному / есть первичная исклю- 
чительная алгебра. Если М (Г) = (0), то мы имеем (0) Æ 
= М (Г) = (Г) = ГП Z (А,), откуда, как и при goka- 
зательстве теоремы 10, следует, что / = A,. Полученное 
противоречие доказывает, что М (Г) = (0), т.е. исключи- 
тельная первичная алгебра I удовлетворяет свойствам 
1) —3). 

Далее, в силу тождеств Клейнфелда для любых а, БЕГ 
мы имеем la, blt Е М (Г) = (0), т. е. I удовлетворяет суще- 
ственному тождественному соотношению |x, y]* = 0. Сле- 
довательно, в /[ выполнено и свойство 4). 
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Обозначим теперь через 5 множество всех нильпотент- 
ных элементов алгебры Г. По предложению 7.2 5 является 
идеалом алгебры Г. Так как в / есть ненулевые абсолют- 
ные делители нуля, то S Æ (0), и по доказанному выше 5 
есть исключительная первичная ниль-алгебра. 

Мы имеем М (S) = S ПМ (D = (0), T.e. в 5 выпол- 
нено свойство 3). Ясно также, что 5 является альтерна- 
тивной Р]-алгеброй. По теореме 5.6 алгебра 5 локально 
нильпотентна. Таким образом, алгебра 5 удовлетворяет 
свойствам 1) — 5). 

Пусть теперь V — минимальный правый идеал алгеб- 


ры S и У — наибольший идеал алгебры S, содержащийся 


в V. Ввиду минимальности V, либо V = (0), либо V = V. 
В первом случае по лемме 3 правый идеал У ассоциативен, 
откуда по теореме 2 У = М (V) = N (S) = (0), что не так. 
Если же У = V, то V является минимальным двусторон- 
ним идеалом алгебры 5. Ввиду первичности алгебры 5, 
мы имеем V? Æ (0), поэтому по теореме 8.10 V является 
простой алгеброй. Но алгебра V локально нильпотентна 
и по предложению 7.1 не может быть простой. Полученное 
противоречие доказывает, что в © нет минимальных пра- 
вых идеалов, т.е. алгебра 5 обладает свойством 6). 

Теорема доказана. 

Докажем теперь, что первичные альтернативные алгеб- 
ры без ненулевых локально нильпотентных идеалов не 
являются исключительными. 

Лемма 9. Пусть А — альтернативная алгебра, 
А Æ (0) и N (А) = (0). Тогда £ (А) Æ (0), т. e. А содер- 
жит ненулевые локально нильпотентные идеалы. 

Доказательство. Ввиду тождеств Клейнфелда, 
алгебра А удовлетворяет тождеству [х, у|* = 0. В этом 
случае по предложению 7.2 множество / всех нильпотент- 
ных элементов алгебры А образует идеал. По теореме 5.6 
идеал I локально нильпотентен, т.е. Г = £ (А). Если 
Т = (0), то алгебра А коммутативна, а по лемме 7.7 — 
и ассоциативна, т.е. (0) == А = N (A), что противоречит 
условию. Значит, Г Æ (0) n (А) =Æ (0). 

Лемма доказана. 

Теорема 11. Пусть А — первичная альтернатив- 
ная неассоциативная алгебра. Тогда если Æ (А) = (0), 
то А является кольцом Кэли — Диксона, 
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Доказательство. В силу леммы 9 мы имеем 
N (А) = (0) и далее по теореме 8.44 Z (А) = М (А) Æ (0), 
так что мы можем вновь рассмотреть алгебру частных Ау. 
Пусть Г — произвольный ненулевой идеал алгебры Á]; 
тогда I — первичная неассоциативная альтернативная 
алгебра. Если N (Г) = (0), то по nemme 9 Æ (D) =- (0), 
а так как радикал Æ по теореме 8.9 наследствен, то и 
£ (A) == (0). Легко видеть, что (0) =£ (A) ПА — 
локально нильпотентный идеал алгебры А. Так как это 
противоречит условию Æ (А) = (0), то мы получаем, что 
N (Г) Æ (0) для любого собственного идеала / алгебры A. 
Но тогда (0) =N (D = 7 (Л = I N Z (4), откуда, как 
и раньше, следует, что / = A. Таким образом, алгебра А. 
проста и является алгеброй Кэли — Диксона. Теорема 
доказана. 

Отметим в заключение, что из результата Шестакова, 
сформулированного в замечании к теореме 5’, следует, 
что никакая исключительная первичная альтернативная 
алгебра не может быть конечнопорожденной. 


Упражнения 


1. Пусть К — кольцо Кэли — Диксона. Если а, БЕК и 
(aK) b = (0) или а (Kb) = (0), то либо а = 0, либо b = Q. 

2. Пусть А — первичная неассоциативная альтернативная 
алгебра и Г — правый идеал алгебры А. Доказать, что в алгебре I 
нет ненулевых ассоциативных идеалов. 

Указание. Воспользоваться упражнением 12 к $ 1. 

3. Доказать, что в условиях упражнения 2 I является первич- 
ной неассоциативной алгеброй. 

Указание. Если РО = (0) для некоторых идеалов Ри Q 
алгебры Г, то рассмотреть в идеале Г, порожденном в алгебре А 
множеством (I, Г, А), идеалы Ру и Qo, порожденные в 6 I 
соответственно множествами (P, P, P) и (0, Q, 0). Воспользо- 
ваться следствием 1 теоремы 4. 

4. Доказать, что всякий односторонний идеал кольца Кэли — 
Диксона является кольцом Кэли — Диксона. 

5. Доказать, что в условиях теоремы 10 всякий односторонний 
идеал алгебры 5 также удовлетворяет условиям 1) — 6). 

6. Пусть А — альтернативная алгебра и а — произвольный 
абсолютный делитель нуля в А. Доказать, что а E€ Æ (А). 

Указание. Применить теорему 8.8 и теорему 11. 

Следствие. Пусть AM — радикал, определенный в упраж- 
нении 5 k § 2. Тогда во всякой альтернативной алгебре А верно вклю- 


чение 
M (А) = £ (А), 
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[137]. 

Результаты, посвященные описанию полупервичных и первич- 
ных алгебр в других многообразиях алгебр: Дорофеев [61], Клейн- 
фелд [96], Клейнфелд 93., Клейнфелд M., Косьер [400], Пчелинцев 
[172], Роомельди [185], Тэди [231], Хенцель [246]. 


ГЛАВА 19 
РАДИКАЛ ЖЕВЛАКОВА 


Как следует из общей теории, в классе ассоциативных 
алгебр существует много различных радикалов. Однако 
лишь немногие оказываются полезными в структурной 
теории. Для некоторых — как, например, для ниль-ради- 
калов — понятно строение радикальных алгебр. Для 
других — понятнее устройство полупростых. Чаще всего 
непонятно ни то, ни другое. 

С этой точки зрения квазирегулярный радикал Дже- 
кобсона является счастливым исключением. С одной сто- 
роны, довольно изученным объектом являются квази- 
регулярные алгебры. Всякая же полупростая в смысле 
Джекобсона алгебра является подпрямой суммой прими- 
тивных алгебр, каждая из которых является плотным 
кольцом линейных преобразований некоторого векторного 
пространства над телом. Таким образом, о радикале 
произвольной ассоциативной алгебры и о фактор-алгебре 
по нему имеется существенная информация. 

Попытки создать аналогичную структурную теорию 
для альтернативных алгебр предпринимались давно. 
В 1948 г. Смайли доказал, что в произвольной альтерна- 
тивной алгебре А существует наибольший квазирегу- 
лярный идеал f (А), фактор-алгебра по которому не 
содержит ненулевых квазирегулярных идеалов. В ли- 
тературе этот радикал получил название радикала 
С майли. 

В 1955 г. Клейнфелд распространил на альтернатив- 
ные алгебры понятие примитивности. Так как в то время 
еще было неясно, что считать представлениями и модулями 
альтернативных алгебр, он определил примитивные аль- 
тернативные алгебры в чисто кольцевых терминах: как 
алгебры, обладающие максимальным модулярным одно- 
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сторонним идеалом, не содержащим ненулевых двусто- 
ронних идеалов. Для ассоциативных алгебр это условие 
эквивалентно обычной примитивности. Неассоциативные 
альтернативные примитивные алгебры, как показал Клейн- 
фелд, исчерпываются алгебрами Кэли — Диксона. 

В той же работе Клейнфелд доказал, что во всяком 
альтернативном кольце Á пересечение 6/7 (А) всех макси- 
мальных правых (левых) модулярных идеалов есть дву- 
сторонний идеал в Á и что фактор-алгебра A/ (А) являет- 
ся подпрямой суммой примитивных альтернативных 
алгебр. Идеал Æ (А) получил название радикала Клейн- 
фелда алгебры А. Впоследствии название оправдалось: 
\Жевлаков доказал, что отображение H: А -> Z (А) 
является наследственным радикалом. 

Вплоть до 1969 г. вопрос о совпадении этих двух ради- 
калов оставался открытым. Этот вопрос решил Жевлаков, 
доказав, что в произвольной альтернативной алгебре 
радикалы Смайли и Клейнфелда совпадают. Таким обра- 
зом, в классе альтернативных алгебр появился радикал 
с богатой информацией как о своем радикальном, так 
и о своем полупростом классе. Мы обозначаем этот ради- 
кал буквой % и называем радикалом Жевлакова, а также 
квазирегулярным радикалом. 

В последующие годы в работах Жевлакова, Слинько 
и Шестакова было выработано понятие правого (левого) 
представления альтернативной алгебры и доказано, что 
радикал Жевлакова 7 (А) произвольной альтернативной 
алгебры А совпадает с пересечением ядер правых (левых) 
неприводимых представлений этой алгебры. Ими также 
доказано, что примитивные альтернативные алгебры есть 
в точности алгебры, обладающие точным неприводимым 
альтернативным модулем. Представлениям альтернатив- 
ных алгебр мы посвятим следующую главу. 


$ 1. Примитивные альтернативные алгебры 


Назовем правый идеал / алгебры А модулярным, 
если существует такой элемент e ЕЛА, что еа — аЕТ 
для всех а СА. Этот элемент е является левой единицей 
алгебры А по модулю идеала Г. Если алгебра А обладает 
единицеи, то всякий ее правый идеал, очевидно, модуля- 
рен. Аналогично левый идеал J алгебры А называется 
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модулярным, если существует элемент E E А такой, что 
ae —a EJ для всех а ЕЛА. 

Предложение 1. Пусть Г — модулярный npa- 
вый идеал алгебры А. Гогда его можно вложить в некото- 
рый максимальный правый идеал алгебры А, который 
будет также модулярен. 

Доказательство. Легко видеть, что если e — 
левая единица по модулю правого идеала /[, то e — левая 
единица по модулю любого идеала алгебры А, содер- 
жащего /. Поэтому любой идеал, содержащий Г, моду- 
лярен. 

Рассмотрим множество М правых идеалов алгебры А, 
содержащих l, но не содержащих e. По лемме Цорна в М 
имеется максимальный идеал J. Покажем, что J — makca- 
мальный идеал алгебры А. Пусть J’ — правый идеал в А 
и J dJ. Тогда е Е Л’ и для произвольного элемента 
аеА имеем а — а СГ = Л’. Но так как ea ЕЛ’, то 
и аЕУ,, т.е. J = А. Предложение доказано. 

Предложение 2. Пусть I — модулярный 'пра- 
вый идеал алгебры А. Тогда наибольший идеал I алгебры А, 
содержащийся в Г, совпадает с множеством (Г: А) = 
= {a c A | Аа= {}. 

Доказательство. По nemme 9.2 Í = (I : АЗ). 
Так как (Г: АЗ) = ГП (1:4), то нам достаточно goka- 
зать, что (Г: А) = Г. Пусть e — левая единица по моду- 
лю Гиас (1:4). Тогда ea € I u a — ea ЕТ, а в резуль- 
тате а Е Г. Предложение доказано. 

Назовем альтернативную алгебру А примитивной 
(справа), если она обладает максимальным модулярным 
правым идеалом l, не содержащим ненулевых двусторон- 
них идеалов алгебры А. В силу предложения 2 для идеа- 


ла I верны соотношения Í = (Г: А) = (0). 

Лемма 1. Примитивная альтернативная алгебра А 
первична. 

Доказательство. Пусть Г — максимальный 
модулярный идеал и / = (0). Предположим, что ВС = (0) 
для идеалов B и С алгебры А. Если В Æ (0), то BÈT, 
и в силу максимальности I имеем I + В = А. Но тогда 
АС = (+В С =1СеТт.е. С = (С: А). Но: А) = 
= (0), и, следовательно, С = (0). Таким образом, первич- 
ность алгебры А доказана. 
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Лемма 2. Если А — первичная альтернативная 
неассоциативная алгебра и (а, 6, А) = (0) для некоторых 
элементов а, b E€ A, то Ца, b] = 

Доказательство. Напомним, что по теоре- 
ме 8.11 М (А) =Z (А) и Z (4A) не содержит делителей 
нуля. Поэтому, ввиду леммы 7.3, la, 6] € Z (А). Далее, 
по тождеству Муфанг (а, ab, А) = (а, b, А) а = (0), что 
влечет в силу той же леммы включение [а, ab] € Z (А). 
Заметим, что [а, ab] = a la, b]. Отсюда следует, что 

= [а [а, b], b] = [а, 6]. Но так как в Z (А) нет genn- 
телей нуля, имеем la, b] = 0, и лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть А — первичная альтернативная 
неассоциативная. алгебра и I — ее ненулевой односторон- 


ний идеал. Тогда Г Æ (0). 
Доказательство. Пусть для определенности 


I — правый идеал. Если Г = (0), то по nemme 9.3 
(1, Г, А) = (0), и по предыдущей лемме заключаем, что 
[ — ассоциативная и коммутативная подалгебра в А. 
По теореме 9.3 имеем Г = (Г) = 7 (А), откуда Г — 
двусторонний идеал. Следовательно, I = I = (0). Про- 
тиворечие доказывает лемму. 

Следствие. Алгебра Кэли—Диксона С над любым 
полем является примитивной и не содержит собственных 
односторонних идеалов. 

Доказательство. Если I — ненулевой одно- 


сторонний идеал в С, то по лемме 3 I -4 (0). Но так как 


С — простая алгебра, то Г=С и, следовательно, 
Г =. 

Мы видим, что (0) — максимальный правый идеал в С. 
Кроме того, ввиду наличия в С единицы, он еще и моду- 
лярен. Поэтому С примитивна и следствие доказано. 

Теорема 1 (Клейнфелд). Всякая примитив- 
ная альтернативная алгебра является либо примитивной 
ассоциативной алгеброй, либо алгеброй Кэли — Диксона 
над своим центром. 

Доказательство. Если А неассоциативна и 


[ — ее максимальный модулярный идеал такой, что / = 
= (0), то по nemme 3 I = (0). Отсюда следует, что в А нет 
собственных правых идеалов, в частности, она проста. 
В силу теоремы Клейнфелда о простых альтернативных 
алгебрах теорема 1 доказана. 
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Упражнение 


1. Докажите, что во всякой альтернативной алгебре А ради- 
кал £ (A) содержит все односторонние локально нильпотентные 
идеалы. 

Указание. Использовать теорему 8.8 и лемму 3. 


$ 2. Радикал Клейнфелда 


Предложение 3. Пусть ф: В — А — гомомор- 
pusm алгебры В на А, 4: А —> С — гомоморфизм алгебры 
А на С и Г- максимальный модулярный правый (левый) 
идеал алгебры А, содержащий ядро 4%. Тогда ọọ (Г) и 
р (Г) — также максимальные модулярные правые (левые) 
идеалы в алгебрах В и C. 

Доказательство. Пусть е — левая единица 


алгебры А по модулю Г. Тогда всякий элемент e Е ф-* (e) 
будет левой единицей алгебры В по модулю ọ™ (Г). Если 
ф-! (Г) не максимален в В, то в В существует правый 
идеал P такой, что P > ọ™ (I) и B Æ P. Ясно, что P = 
= ọọ! (J), где Л — правый идеал алгебры А, строго содер- 
жащий Г. Но тогда J = Аи Р=ф (А) = В. 

Ясно также, что 1р (Г) модулярен. В качестве левой 
единицы по модулю p (Г) можно взять \р (e). Если фр (Г) 
не максимален, то либо\р (Г) = С, либо в С существует mpa- 
вый идеал Q такой, что О > Ņ (Z) и Q C. В первом cay- 
чае найдется элемент x EI такой, что 1 (x) =\1 (e). 
Но тогда х —е Е Ker p = Г, откудае Е Ги I = А. Во BTO- 
ром случае мы имеем \-! (0) = А и, следовательно, 
Q = С. Предложение доказано. 

Как обычно, назовем идеал В альтернативной алгебры 
А примитивным, если фактор-алгебра А/В — примитив- 
ная альтернативная алгебра, 

Теорема 2 (Клейнфелд.. Бо всякой альтер- 
нативной алгебре А пересечение всех максимальных моду- 
лярных правых (левых) идеалов H (А) = N Г. есть двусто- 
ронний идеал в А, совпадающий с пересечением всех npu- 
митивных идеалов алгебры А. Фактор-алгебра А! (А) 
является подпрямой суммой примитивных ассоциативных 
алгебр и алгебр Кэли — Диксона. 

Доказательство. Пусть I — некоторый Mak- 


симальный модулярный идеал алгебры А и Qa = Гл — 
наибольший двусторонний идеал алгебры А, содержащий- 
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ся в l. Из предложения 3 следует, что О, — примитивный 
идеал. Значит, Æ (А) содержит пересечение всех идеалов 
Qa и тем более пересечение О всех примитивных идеалов 
алгебры А. С другой стороны, для любого примитивного 
идеала Qa фактор-алгебра A/Q, есть либо алгебра Кэли — 
Диксона, либо примитивная ассоциативная алгебра, 
и в ней пересечение всех максимальных модулярных 
идеалов равно нулю, ввиду следствия леммы 3 и хорошо 
известного факта теории ассоциативных алгебр. Поэтому 
в силу предложения 3 заключаем, что 6 (А) содержится 
в каждом примитивном идеале алгебры А и, следователь- 
но, в их пересечении О. Таким образом, 6 (А) = Q. 
Последнее утверждение теоремы следует из теоремы 1. 
Теорема доказана. 

Если алгебра А не содержит вообще максимальных 
модулярных правых идеалов, будем считать по определе- 
нию, что 6 (А) = А. Идеал Æ (А) назовем радикалом 
Клейнфелда алгебры А.- 

Лемма 4. Шусть А — альтернативная алгебра, 
В — идеал в А и I — максимальный модулярный правый 
идеал алгебры В. Тогда Г — правый идеал алгебры А. 

Доказательство. Пусть ГА © Г. Тогда существует 
такой элемент 2 Е А, что Ix Æ Г. Рассмотрим множество 
[1 = I + [1 и покажем, что оно является правым идеа- 
лом в B. В самом деле, для любых Е Ги БЕВ 
(ix) b = i (xb) + (i, x, b) = i (xb) — (i, b, x) = 

= į (xb) — (ib) x + i (bx) E€ I + Ix = L. 
Значит, JB <= [., а все прочие свойства правого идеала 
для l; очевидны. Так как / > Ги Г — максимален в Б, 
то J, = В. Значит, левая единица e алгебры В по модулю 
[Г представляется в видее = i + jx, где i, j Е Г. Отметим, 
что jz ¢ I, так как е@ Г. Однако, ввиду модулярности 
идеала Г, jx — e (jx) € I, и поэтому получаем 
jx — e (jx) = jz — (i + jx) (jz) = jz — i (jx) — j (zjx) € Г. 
Отсюда следует jx € Г, и искомое противоречие получено. 
Лемма доказана. 

Лемма 5. Пусть В — идеал альтернативной алгеб- 
ры А. Гогда множество максимальных модулярных правых 
идеалов алгебры В совпадает с множеством правых идеалов 
вида I N B, где Г — максимальный модулярный правый 
идеал алгебры А, не содержащий B. 
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Доказательство. Пусть Г, — максимальный 
модулярный правый идеал алгебры Б ие — левая единица 
алгебры В по модулю l. Рассмотрим в алгебре А+ mpa- 
вый идеал J, порожденный элементом 1 — e. Покажем, 
что УВ = lL. Пусть Л, = {j EJ |]В = 1}. Так как 
b— eb Е l, для любого b ЕВ, то 1 — e E Ja. Далее, по 
лемме 4 идеал l} алгебры В является правым идеалом 
алгебры А, поэтому для любых ] EJ аЕ А+, БЕВ 
мы имеем 


(ja) b = j (ab) + (j, а, b) = j (ab) — (j, b, а) = 
= j (ab) — (16) a + j (ba) Е 1, 


откуда следует, что Jo A# <= Jo. Ясно теперь, что Jo — 
правый идеал алгебры А+. Так как Jo = Ли 1 — еЕ{,, 
то Jo =J, т.е. JB = 1. Положим теперь Ji = L + 
+ ЛПА. Яено, что Jy — правый идеал алгебры А и что 
JıB = L. Если бы e € J}, то мы имели бы e Е Л.В = Г, 
и, Далее, e = (e — e) + e СГ, что не так. Значит, 
еб Jı. Для любого а Е А мы имеем а — в E J QASH, 
т.е. J} — собственный правый модулярный идеал алгеб- 
ры А. Рассмотрим максимальный модулярный правый 
идеал /[, содержащий Jı. Ясно, что e & Г, поэтому В È Г. 
Но тогда В 17 N В > Г, откуда, ввиду максимальности 
lı, получаем, что ГП В = L. 

Обратно, пусть l — максимальный модулярный правый 
идеал алгебры А, причем В È Г. В силу максимальности 
Г мы имеем I + В = А. Если e — левая единица алгебры 
А по модулю Г, To e = i+ e’, где Е Г, e ЕВ. Далее, 
для любого b E€ B мы имеем 


b — e'b = b — (e — i) b = (b — eb) +ib E I N В. 


Отсюда следует, что l = ГП B — модулярный правый 
идеал алгебры B. Рассмотрим максимальный модулярный 
правый идеал l, алгебры В, содержащий 7/4. По лемме 4 
Г, является правым идеалом алгебры А. Если Г, Æ Г,, 
то l, Æ Г, поэтому I + I, = А, и существуют такие эле- 
менты į СГ, &ЕГ., что e = i' + i Тогда мы вновь 
имеем b — ib Е Г] B = l < l, для любого b Е В, отку- 
да следует, что Г, = B. Полученное противоречие дока- 
зывает максимальность идеала f}. 
Лемма доказана. 


16 K. A. Жевлаков и др. 
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Следствие. В условиях леммы 5 B = % (А) тогда 
и только тогда, когда В = K (В). 

Теорема 53 (Жевлаков). Отображение 
K: А 1> (А) есть наследственный радикал в классе 
альтернативных алгебр. 

Доказательство. Если в алгебре А нет макси- 
мальных правых модулярных идеалов, то по предложе- 
нию 3 таких идеалов нет и в любом гомоморфном образе 
алгебры А. Далее, ввиду следствия леммы ð, во всякой 
альтернативной алгебре А идеал Æ (A) является 


наибольшим 6-идеалом. В фактор-алгебре А = A/K (А) 
согласно предложению 3 пересечение всех максимальных 


модулярных правых идеалов равно нулю, т.е. Æ (А) = 
= (0). Следовательно, отображение Æ удовлетворяет 
условиям (А) — (С) и является радикалом. Наследствен- 
ность радикала 6’ вытекает из следствия леммы ð, след- 
ствия теоремы 8.5 и теоремы 8.3. Теорема доказана. 


$ 3. Радикал Смайли 


Пусть А — альтернативная алгебра с единицей 1. 
Элемент a E€ А называется обратимым, если существует 
элемент at € А такой, что аа"! = аа = 1. Докажем 
несколько лемм о свойствах обратимых элементов алгеб- 


ры Á. 
Лемма 6. Если аб = са = 1, то b = с. 
Доказательство. Докажем сначала, YTO 


(a, b, с) = 0. Действительно, в силу тождества (7.16) 
(а, b, с) = (ab) (а, b, c) = b (а (а, b, с)) = b (а, b, са) = 
= 0. Теперь с = с (ab) = (са) b — (с, а, b) = b. Лемма 
доказана. 

Лемма 7. (x, а, а") = f (x, уда, а") = 0, где 
f (х, у, z, t) — функция Клейнфелда. — 

Доказательство. В силу тождества (7.16) 
имеем 


(аа) = ва | 
йа. беса 0 
Далее, 
f (£, у, а, a`’) T 
= (ху, a, а") — y (x, a, а") — (y, a, ах = 0. 
Лемма доказана. 
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Лемма 8. (а, xz, у) =0 влечет (а, xz, у) = 0. 
Доказательство. В силу леммы 7 


(а, z, y) а = (aa™, x, у) — f (a, a™, £, у) — 

— a™ (a, x, y) =Q. 
Ta же лемма дает нам теперь 
—, £, у) = (a™, z, у) (аа) = (а 


Лемма доказана. 
Лемма 9. Следующие утверждения эквивалентны: 
а) элементы а и 6 обратимы; 
6) элементы аб и ба обратимы. 
Доказательство. В силу леммы 8 имеем 
(ab, ба) = Об 0, a) 0= 4 ба) =0и 
Теперь в силу леммы 7 


(ab) Ва“) = ((ab) b-t) a™ — (ab, b7, at) = 1. 


Аналогично доказываются равенства (b~ta™t) (ab) == 
== (ба) (amp =] = (a 0A (ba) = 1. 

Наоборот, пусть ab и ба обратимы. Тогда по лемме 8 
(а, b, (аб) ') = ((ba)™, b, а) =0, и получаем, что 


1 = (ab) (ab) = а (b (ab)-™) + (a, b, (а6)-9 = 
= 0 (b (a0) т) 

t = (ba) (ba) = ((ba) = b) аа) = 
"s= (0a b) g: 


Отсюда по лемме 6 следует, что а -— обратимый элемент. 
Аналогично обратим и элемент 6. Лемма доказана. 

Пусть теперь А — произвольная альтернативная алгеб- 
ра. Элемент a E А называется квазирегулярным справа, 
если существует элемент БЕ А такой, что ab = а + b, 
и квазирегулярным слева, если существует элемент C Е А 
такой, что са = а + c. Элемент 6 называется правым ква- 
зиобратным к элементу а, а элемент с — левым квази- 
обратным. Элемент Q E А называется квазирегулярным, 
если существует элемент b E€ ЛА такой, что аб = ba = 
= а + b. В этом случае элемент b называется квазиобрат- 
ным к а. 

Предложение 4. Следующие утверждения экви- 
валентны: 


—1 


(а ааа 


16* 
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а) элемент а альтернативной алгебры А квазирегу- 
лярен с квазиобратным элементом 6; 

6) элемент 1 — а алгебры АЖ = Ф.1 + А обратим 
с обратным элементом 1 — 6. 

Доказательство очевидно. 

Следствие. Если квазирегулярный элемент Z алъ- 
тернативной алгебры А лежит в ее центре Z (А), то 
и его квазиобратный элемент 2 также лежит в Z (А). 

Доказательство. В силу предложения 4 доста- 
точно доказать, что для обратимого элемента а Е Á из TOTO, 
что a E Z (А), следует, что а' Е Z (А). В силу леммы 8 
ат Е М (А). Далее, lat, х а = lata, xz] = 0. В силу 
nenna 7 la t a= я = со a tE, 
Значит, а" €E Z (A). Следствие доказано. 

Лемма 10. Если b — правый квазиобратный к эле- 
менту a E Å, а с — левый квазиобратный к a, то эле- 
мент а квазирегулярен и b = с. 

Доказательство следует из предложения 4 
и леммы Ô. 

Следствие. Квазирегулярный элемент имеет един- 
ственный квазиобратный. 

Алгебра называется квазирегулярной, если каждый ее 
элемент квазирегулярен. Идеал алгебры называется ква- 
зирегулярным, если он квазирегулярен как алгебра. 
Легко видеть, что всякий идеал квазирегулярной алгебры 
является квазирегулярным. 

Лемма 11. Пусть А — альтернативная алгебра 
с единицей, и — обратимый элемент в А u a — элемент 
квазирегулярного идеала В. Гогда и — а — обратимый 
элемент. 

Доказательство. Мы видим, что 


(и — аи" = 1 — au™ = 1 — b, 
и (u — a) = 1 — ua = 1 — c, 


где 6, c € B. Следовательно, элементы (и— аи" и 
и! (и — а) обратимы, откуда по лемме 9 заключаем, что 
и — а обратим. Лемма доказана. 

Лемма 12. Сумма двух квазирегулярных идеалов 
альтернативной алгебры — квазирегулярный идеал. 

Доказательство. Пусть В, С — квазирегу- 
лярные идеалы алгебры А; тогда В и С — идеалы и в алгеб- 
ре А# = Ф.1 | А. Покажем, что каждый элемент идеала 
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В + С квазирегулярен. Пусть 6 РсЕВ-РС. Тогда 
1 — (b + c) = (1 — В —-с=и-с, те u= 1 — b — 
обратимый элемент, так как 6 квазирегулярен. Теперь 
в силу леммы 11 имеем 1 — (b + с) — обратимый эле- 
мент, а это согласно предложению 4 означает квазирегу- 
лярность элемента b + с. 

Лемма 13. Если В — квазирегулярный идеал аль- 
тернативной алгебры А и в фактор-алгебре А = А/В 
образ а элемента а Е А квазирегулярен, то а — квазире- 
гулярный элемент. 

Доказательство. Без ограничения общности 
можно считать, что А имеет единицу 1. Пусть х — квази- 
обратный элемент к а. Тогда (1 — а) (1 — x) = (1 — <x) X 
x (1 — а) =1 и для любого прообраза х элемента L 
имеем (4 — а) (1 — x) = 1 — 6, (1 — xz) 1 — а =1-Ы, 
где b, b’ € B. В силу предложения 4 элементы (4 — а) X 
x (1—2) и (1 — 2) (1 — а) обратимы. Следовательно, 
по лемме 9 элемент 1 — а обратим, а это значит, что эле- 
мент а квазирегулярен. Лемма доказана. 

Теорема 4 (Смайли. Всякая альтернативная 
алгебра А имеет наибольший квазирегулярный идеал F (А) 
такой, что фактор-алгебра А! (А) не имеет ненулевых 
квазирегулярных идеалов. | 

Доказательство. Пусть P(A) — сумма всех 
квазирегулярных идеалов алгебры А. В силу леммы 12 
этот идеал квазирегулярен, а в силу леммы 13 фактор- 

алгебра A/P (А) не имеет ненулевых квазирегулярных 
идеалов. Теорема доказана. 

Следствие. Отображение PF: А — P (A) есть 
наследственный радикал в классе альтернативных алгебр. 

Введенный в этом параграфе радикал носит название 
радикала Смайли. 


$ 4. Теорема Жевлакова о совпадении 
радикалов Клейнфелда и Смайли 


Предложение 5. Bo всякой альтернативной 
алгебре A справедливо включение F (А) <= Æ (A). 

Доказательство. Пусть 2 (А) <Е Г, где I — 
максимальный модулярный правый идеал, и е — левая 
единица по модулю Г. Тогда I + P (A) = А, и найдутся 


246 РАДИКАЛ ЖЕВЛАКОВА (ГЛ. 10 


такие элементы i Е Г, $ Е P (4), что i + $ = e. Для любого 
аЕА мы имеем ea — а = (i + За а ЕГ. Но аа ЕТ, 
поэтому sa — а СГ для любого а СА. В частности, если 
вместо а подставить элемент р, являющийся квазиобрат- 
ным для $, то получим sp — р = sE I. Но тогда e = 
— į + $ СГ, что невозможно. Значит, f (А) содержится 
во всех максимальных модулярных правых идеалах, 
а следовательно, и в их пересечении: P(A) = Æ (A). 

Предложение 6. Ecau радикалы K u F различны, 
то существует й/-радикальная 3-полупростая алгебра А, 
являющаяся подпрямой суммой колец Кэли — Диксона. 

Доказательство. Ввиду предложения 5, не- 
совпадение радикалов Клейнфелда и Смайли означает 
наличие альтернативной алгебры В, в которой P (В) c 
< A (В). Но тогда А = 6 (В)/‹$ (В) есть #-радикальная 
`Р-полупростая алгебра. По теоремам 8.8 и 9.11 алгебра А 
есть подпрямая сумма первичных ассоциативных алгебр 
без локально нильпотентных идеалов и колец Кэли — 
Диксона. Пусть P — пересечение всех таких идеалов Py 
алгебры А, для которых фактор-алгебра A/P, является 
кольцом Кэли — Диксона. Тогда, очевидно, P N D = (0), 
где D = D (А) — ассоциаторный идеал алгебры А. Если 
P = (0), то все доказано. Пусть P = (0), тогда мы имеем 
р (P) = D (А) ПР = (0), т.е. P — ненулевой ассоциа- 
тивный идеал алгебры А. Но в этом случае P = #(Р) = 
= f (P), и алгебра А не является «-полупростой. Полу- 
ченное противоречие доказывает предложение. 

Лемма 14. Если центр Z (А) альтернативной алгеб- 
ры А квазирегулярен и элемент x Е А квадратичен над 
центром: x? = ax + В, где а, B EZ (А), то x — квазире- 
гулярный элемент. 

Доказательство. Присоединим Формально к 
алгебре А единицу 1. Будем искать квазиобратный к £ 
в виде x = ух + 6, где y, Ô €Z (А). Имеем 


0 = xz + ах’ бах = x + yr + бд = 
= (1 + y — ya — 6) xz + (ô — yp). 


Решим следующую систему уравнений относительно неиз- 
вестных фи Ô: 


1+y—yæ—ô=0, 
| ô— yp =0. 
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Складывая уравнения, имеем 1 + y — ух — yp = 0, отку- 


а y (1 — а — В) = —1. Но элемент æ + В квазирегу- 
лярен, поэтому элемент 1 — æ — В обратим. Значит, 
у = —(1 — а — В u ô = —В (1 — а — В)". Искомый 


квазиобратный элемент найден, так как yr M Ô лежат 
в алгебре А. 

Следствие. B 65/-радикальной альтернативной 
алгебре А всякий квадратичный над центром элемент 
- квазирегулярен. 

Доказательство. Рассмотрим алгебру А+ = 
= Ф.1 + А. Заметим, что для любого z E Z (А) множе- 
ство (1 — 2) А есть правый модулярный идеал алгебры А 
и, значит, совпадает со всей алгеброй: (1 — z) А = А. 
Следовательно, существует элемент 2 С А такой, что 
(1 — 2) = = —2. Отсюда z +2’ = 22 =22иИ2’— квази- 
обратный элемент к 2. Ввиду следствия предложения 4, 
2 ЕЙ (А) и центр Z (А) является квазирегулярным коль- 
HOM. Остается воспользоваться леммой 14. 

Лемма 15. Пусть С — некоторая алгебра Кэли — 
Диксона над полем F. Тогда для любых а, b, x E С имеет 
место равенство 


t (la, bP 2) = laz; b] la;  — [х, 6] [а?, b], 


где t (y) — след элемента у. 

Доказательство. Заметим, что по лемме 2.8 
la, bl? E€ F, поэтому t (la, bP x) = la, b}? t(x). С другой 
стороны, в силу равенств (2.18) и (2. 21) мы имеем 
laox, b] [а, b] — Ix, b] 14?, b] = 

= t (a) [х, b] [а, b] + t (x) la, 6? — t (a) [х, b] 1а, b] = 
= #(2) [а, bE: 
Лемма доказана. 

Лемма 16 (Жевлаков). Пусть алгебра А есть 
подпрямая сумма колец Кэли — Диксона. Тогда в А есть 
ненулевой квадратичный над центром идеал. 

Доказательство. Пусть алгебра А — подпря- 
мая сумма колец Koxa — Диксона Ко. Если бы в А выпол- 
нялось тождество (x, yl? = 0, то такое же тождество 
выполнялось бы и во всяком кольце Кэли — Диксона Ка, 
а следовательно, и в алгебре ВКэли — Диксона Ca = 
= (Z)! Ка, где Zą = Z (Ką). Но в произвольной алгебре 
Кэли — Диксона C(u, В, y) для базисных элементов 
V4 H Vo мы имеем [и,, Val? = (210. — Va? = —В (4u + 1) Æ 
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0. Значит, в А найдутся такие элементы а, b, что 
[а, b}? 0. Пусть Z — идеал в А, порожденный элемен- 
том la, 61. Образ элемента la, b]? при гомоморфизме 
алгебры А на любое кольцо Кэли — Диксона К. попадает 
в центр Z (Ka), поэтому la, b}? € Z (А) и Г = la, b}? АЗ. 
Пусть х — произвольный элемент алгебры ÁF. Рассмотрим 
элементы р = [аох, В] la, b] — [x, В] [а b] и q = 

= (la, 6]? x) — р([а, b} x). При гомоморфизме на любое 
кольцо Кэли — Диксона А. в силу леммы 15 элементы 
р и q переходят в Z (K,}), поэтому р и q принадлежат 
Z (А). Значит, (la, 6]? 2)? = р (la, b}? x) + q, где р, q€ 
€ Z (А), T. e. все элементы вида [а, b|? £ квадратичны над 
центром. Следовательно, l — квадратичный идеал в А. 
Лемма доказана. 

Теорема 5 (Жевлаков). Радикалы Смайли 
и Клейнфелда совпадают. 

Доказательство. Если эти радикалы различ- 
ны, то в силу предложения 6 существует 6#-радикальная 
-полупростая альтернативная алгебра А, которая 
является подпрямой суммой колец Кэли — Диксона. 
По лемме 16 в А имеется ненулевой квадратичный идеал. 
Однако этот идеал по следствию леммы 14 квазирегуля- 
рен, что противоречит ‹?-полупростоте алгебры А. Теоре- 
ма доказана. 

Таким образом, в классе альтернативных алгебр имеет- 
ся единственный аналог радикала Джекобсона. Этот ради- 
кал будем в дальнейшем называть радикалом Жевлакова 
и обозначать буквой 9. 

Важную характеризацию радикала Жевлакова 9 (А) 
альтернативной алгебры А получил Маккриммон. Он 
доказал, что радикал (А) состоит из тех и только тех 
элементов Z, для которых все элементы вида Za (или а2), 
аЕА, квазирегулярны. Отсюда, в частности, следует, 
что радикал Жевлакова альтернативной алгебры содержит 
все ее односторонние квазирегулярные идеалы. 


$ 5. Радикалы колец Кэли — Дикеона 


На протяжении этого параграфа К — кольцо Кэли — 
Диксона, Z — его центр, Z4 — поле частных кольца Z 
и С = С (в, В, y) = (2*)" К — алгебра Кэли — Диксо- 
на над полем Z4, являющаяся кольцом частных кольца К 
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по мультипликативному подмножеству Z* = 7 {0}. 
Напомним, что кольцо К изоморфно вкладывается в алгеб- 
ру С, и мы будем просто считать К подкольцом кольца С. 

Сейчас мы начинаем подготовительную работу для 
доказательства основного результата данного параграфа — 
теоремы Жевлакова о У-полупростоте конечнопорожден- 
ных колец Кэли — Диксона. 

Зафиксируем элементы а, b кольца Кэли — Диксона 
К такие, что la, b]? -0 (существование таких элементов 
было показано при доказательстве леммы 16). Заметим, 
что так как К <= С, то для любого элемента k Е К опре- 
делены функции $ (А) ип (k); однако значения этих функ- 
ций на элементах из А могут, вообще говоря, не принад- 
лежать Z (но обязательно принадлежат Z4). 


Лемма 17. Для любых k, К, ..., № Е К имеют 
место о 
1) [а, b]? t (ki) ... t (kn) ЕК; 


2) [а, b}? n (k) € 

3) la, bet)... а п (ЕК. 
Доказательство. Ввиду леммы 15, [а, b]? X 
t (k) =t (la, БЕ) -=аой, Ы в, М, bl la, bl EK. 


Тем самым имеется основание для а по ПИ. 


Пусть уже доказано, что [а, a AN t (km ЕК 
при m <n для любых Ё,.... km ЕК. Тогда в силу 
(2.21) имеем 

la, b]? t (kı) ... (Е (kn) = 


= la, b]? i(k ) и t (kn -2) [ż (kn А.) Ei t (kn -1) kn T 
+ t (kn) kn- — kn -1° knl ЕК, 


т.е. 1) доказано. 

Далее, [а, b} п (k) = la, 6]? (—k? + t (k) №), откуда, 
ввиду 1), следует 2). | 

Наконец, утверждение 3) очевидным образом следует 
из 1) и 2). 

Лемма доказана. 

Пусть X — множество порождающих кольца ВКэли — 
Диксона К (как Ф-алгебры). Считая множество Х упоря- 
доченным, обозначим через ггРр (X) множество всех пра- 
вильных Г\-слов от X. 

Алгебру Кэли — Диксона С мы можем рассматривать 
как Ф-алгебру, полагая Л. (2_) = 2" (Ak) для ЛЕФ, 
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z Е Z*, k К. Обозначим через T (К) Ф-подалгебру центра 
И: алгебры С, порожденную множеством #(К) ] п(К) 
всех следов и норм элементов из К. Заметим, что если 
Zı — поле характеристики 2, то алгебра T (К) порож- 
дается множеством #(К), так как для любого х ЕК, 
ввиду (2.18), норма и след связаны формулой 2n (x) = 
= (t (2))° — t (x°). 

Лемма 18. В качестве множества порождаюших 
Ф-алгебры T (К) можно взять множество У = У, U У.,, 
где Yı = t (гр (Х)) — множество всех следов элементов 
из r (X), а Y, = n (X) — множество всех норм эле- 
ментов из Х. 

Доказательство. Обозначим Ф-алгебру, по- 
рожденную множеством У, через Tọ. Нам нужно дока- 
зать, что п (k), t (k) Е Ту для любого k € K. Ввиду coor- 
ношения п (ху) = п (x) п (у), мы получаем, что п (v) ЕТ. 
для любого неассоциативного слова V от элементов множе- 
ства X. Так как п (x + y) = n (2) + n (y) + f (x, y) и по 
(2.8) f (x, y) = t (x) t (y) — t (xy), нам остается доказать, 
что t (k) Е To для любого К Е К. 

Мы докажем, что для любого неассоциативного слова V 
от элементов множества Х имеет место равенство 


v= + (w) + Хан: +a, (1) 


где @, 9; E To, Vi — правильные rj-CIOBa длины мень- 
шей, чем V. Напомним, что (7) обозначает для полилиней- 
ного слова V правильное 7,:-слово того же состава, что и 0; 
если же v не полилинейно, то (5) = 0. Ясно, что из (1) 
будет вытекать нужное нам утверждение. 

Будем доказывать соотношение (1) индукцией по дли- 
не d (v) слова v. Очевидно основание индукции: d (v) = 1. 
Пусть теперь d (5) = n >> 1, и все слова меньшей длины 
допускают представление в виде (1). Будем писать v ==’, 


если а (v) =4(') и v—v = аш, а, где a, в: Е 


€ Tos, Vi — правильные г:-слова длины меньшей, чем п. 
Рассмотрим вначале случай, когда и является г,-словом: 


V = (Zip Ti eeo 4). Если т L Zi <... < Tip TO 
и = (V}, и доказывать нечего. Пусть теперь z; | < Ti 


+1 g 
для некоторого k <n. Если Zip = Tip’ то, ввиду (2.18), 


ik? 
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мы имеем 
| F | 2 
V = (74, ...) Tip? 1? e.) Xi) = (Tis .. "Та, e.) Ti) = 
=t (z;,) (Zi s e.s Tip?’ e.. 1) — 
— nN (£i) (Eis ee es Zipp Zip e o Ti) 


откуда по предположению индукции v = 0. Так как 
в данном случае (v) = 0, то v представимо в виде (1). 
Если же т; , < Zi, то, ввиду (2.21), мы имеем 


+1 = 
V= (Zir ee Lip g? Tip ° Yippy 4...) Yi) — 
— (74, SEE Tipy? Tip?’ e.e) ti) = 
=t (Li) (Lips eea Tip gr Zipp а) 
+t (1) (Lis see Zips Tipo ee „аа IF 
+ (t (Zip Zip) — t (Zip) t (£i,)) xX 
E E E 24 )— 


—(ть, e.. ipy? Zipo e.. 24), 


откуда по предположению индукции 


= — (Ti » e.. Lipy? Zip’ e.. Li) 


Повторяя, если необходимо, данный процесс, ввиду его 
строгой монотонности, мы через конечное число шагов 
получим, что V = + (5), т.е. и представимо в виде (1). 

Пусть теперь слово V произвольно, V = ViVa. По пред- 
положению индукции Vy == + (V), V = + (Va) и = 
= + (Vv)W). Представим слово (1) в виде: (V) = 
— Wi, где x; Е X, и, — либо правильное г:-слово длины 
d (v) — 1, либо и, =1 (если а (vı) = 1). В силу (2.21) 


мы имеем 
(uxi) (65) = — (и (Vay) zi H и (Va) o xi) = 
= — (u, (Va)) х; + t ((Va)) Uzi + t(x:) Ui (Va) + 
+ ( (a) 2) — t (Wa) (д) ta 


Так как (051;) — г\-слово, то по доказанному выше и по 
предположению индукции t (lW) £i) 6 To. Следовательно, 
по предположению индукции имеем 


В == + (uti) Vo) == F (и, (05)) ti == + (и (ъ.)) Ti, 
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откуда по доказанному выше слово V представимо в BH- 
де (1). 

Лемма доказана. 

Следствие. Ecau кольцо Kaasu — Диксона К 
является конечнопорожденной Ф-алгеброй, то Ф-алгебра 
T (К) также конечнопорождена. 

Действительно, в этом случае, ввиду конечности мно- 
жества X, множество тт? (X) также конечно. 

Представим теперь ‘алгебру Кэли — Дикесона С = 

= С (p, В, y) в виде С (в, В, y) = К (u) + K (мт, (см. 
g $ 2.9); тогда каждый элемент k Е К можно записать в виде 
k = № + Awi + Е’, где Л, М EZ, ЕЕК (u), v — 
базисный элемент алгебры Кэли — Диксона такой, что 
я = v F u 

Лемма 19. Существует такой элемент а Е Z*, 
что для любого ЕЕ К, представленного в виде k = № + 
+ Ли - А’, верно включение ahg ЕТ (К). 

Доказательство. Пусть и = 2 для неко- 
торых элементов Z Е Z*, k € K. Покажем, что в качестве 
искомого элемента Œ можно взять 2? (1 + 4u). Мы имеем 
220, Е К и 21 СК, откуда и 2? Е К. Пусть теперь k — 
произвольный элемент из К, k = № + àw + А, где 
Ло, МЕЙ, К ЕК (u). Мы имеем t (k) = 2№ + à. Далее, 
kvi = № + d wi + и) + kv, откуда t(kvi) = № + 
+ à, (1 + 2u). Из полученных соотношений легко сле- 
дует, что (1 + 4u) Л, = (4 + 2u) ż (k) — t.(kvi). Следо- 


вательно, 
aho = 2? (1 + 4u) ào = 27? (1 + 2u) t (k) — z?t (и) = 
= t ((z? + 22) k) — t (k (525,)) ЕТ (К). 


Лемма доказана. 

Положим теперь T (@) = а [а, 6“ T (К), rae «a — 
элемент из леммы 19 n a, b — фиксированные элементы 
из А, для которых la, b}? = 0 (а следовательно, и la, blt = 
Æ 0). Ввиду леммы 17, [а, b} T (К) = К, поэтому 
T (œx) = aK. Кроме того, по лемме 19 а la, bt ЕТ (К), 
=- поэтому T (%) = T (К) и, как легко видеть, T (%) является 
ненулевым идеалом Ф-алгебры T (К). Обозначим теперь 
через K (<) идеал Ф-алгебры “К, порожденный множе- 
ством T (œ); тогда К (%) = T (%) -(“ К). 

Лемма 20. Z (К (@) = T (©). 
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Доказательство. Ясно, что Т (9) =А(К (9)). 
Пусть теперь ХЕЙ(К (9%), r= 2t (æki) + È ti, где Ti, 


tiET (%), Е; ЕК. Так как т, ЕТ (a), то нам остается 


рассмотреть элемент 5’ = > T; (%К;). Заметим, что 2’ = 
=2— Ù t; € Z (К (9). 
1 


По следствию 1 теоремы 9.4 и теореме 9.3 мы имеем 
включения Z(K (a) = 2 (аК) = 1 (К) == Z, откуда 
xz' € Z,. Представим элементы k; в виде ki = Aio tH Ао, H ki, 


где Лю AaEZi, НЕК (и); тогда g = > Ti (Adio) + 
+ [> Ti (xhi) ] vi + > т; (aki). Так как z’ € Z4, то мы имеем 


È t: (ал) =Х Ti ii nag E (&àio). По лемме 19 


aho ET (К) ля всех i, откуда т; (Ahio) ЕТ (а) их’ СТ (9). 

‘Лемма доказана. 

Напомним, что коммутативное ассоциативное кольцо 
с единицей D называется кольцом Джекобсона, если любой 
его простой идеал является пересечением некоторого 
семейства максимальных идеалов. Класс колец Джекоб- 
сона весьма широк, ибо всякая конечнопорожденная 
Ф-алгебра с единицей, где Ф — кольцо Джекобсона, будет 
снова кольцом Джекобсона. (Этот результат, используе- 
мый нами в Доказательстве следующей теоремы, содер- 
жится с полным доказательством в книге Бурбаки H., 
Коммутативная алгебра, «Мир», 1971, стр. 419.) Ввиду того, 
что кольцо целых чисел есть кольцо Джекобсона, то 
и всякое конечнопорожденное ассоциативно-коммутатив- 
ное кольцо будет кольцом Джекобсона. Отметим, что 
в кольцах Джекобсона радикал Джекобсона совпадает 
с нижним ниль-радикалом. 

Теорема 6 (Жевлаков). Бсякое кольцо Кэли — 
Диксона К, конечнопорожденное как Ф-алгебра над кольцом 
Джекобсона D, является У-полупростым. 

Доказательство. Пусть (К) = (0). Раесмот- 
рим в кольце А идеал оК и в кольце aK идеал К (æ), 
где и — элемент из леммы 19. По предложению 9.3 кольца 
aK и К (a) также являются кольцами Кэли — Диксона. 
В силу наследственности радикала Щевлакова и первич- 
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ности колец К и aK мы имеем у (aK) = $ (К) N aK == 
Æ (0) и 9 (К (а)) = К (а) Пу (aK) 5: (0). По предло- 
жению 9.3 мы вновь получаем, что 9 (К (%)) — кольцо 
Кэли — Диксона. Но тогда Z (9 (К (а)) = 7 (K (@)) П 
ПИ (К (@) = (0) и 2($(К (а) — ненулевой идеал 
в Z (К (@)) = T (æ). В силу следствия предложения 4 этот 
идеал ‘У-радикален, поэтому 7 (T (&)) Æ (0). В силу 
наследственности радикала % мы теперь имеем % (T (К)) > 
> 4 (T (<)) == (0), так как T (<) — идеал Ф-алгебры 
T (К). По следствию леммы 18 алгебра T (К) является 
конечнопорожденной алгеброй над кольцом Джекобсона 
Ф и, следовательно, как отмечалось выше, сама есть 
кольцо Джекобсона. Отсюда следует, что я y (T(K 
ниль-идеал, и поэтомуь./° (T (a)) = S (Z (К a ))) == (0). 
Однако центр Z (К (&)) кольца Кэли — Диксона K (a) 
не содержит нильпотентных элементов. Полученное про- 
тиворечие доказывает теорему. 

В заключение этого параграфа мы выясним, как 
устроен радикал матричной алгебры Кэли — Диксона 
С (D) над произвольным ассоциативно-коммутативным 
кольцом Ф. 

Теорема 7. 9 (С (Ф)) =C ($ (D)). 


Доказатель И тво. Пусть х— произвольный эле- 
2 3 
“1 1 

мент из С (7 (Ф)), z= 2 безе: tH 2 (aeh) -+ aet), где 
1— == 


(R 
Qin aP EY (Ф ), е;;, e$ —marpuunne единицы Кэли— 
Диксона. о a проверка показывает. что 
и =. (х)т—п (x), где t(x£)=&@i t 92, п (x)= 044922 — 


— > aa. Следовательно, алгебра © (% (Ф)) квадра- 


в=1 
тична над своим центром 9 (Ф). По nemme 14 отсюда 
следует, что алгебра С (7 (Ф)) квазирегулярна. Так как 
С (3 (Ф)) — идеал алгебры С (Ф), то тем самым доказано, 
что С ($ (Ф)) = У (С (Ф)). : 
С другой стороны, пусть zE% (С (Ф)), z= >i зе: + 
iZ] 


de ` (aeh) -+ aet). Нам нужно доказать, что тогда 


Qiii ФЕ (Ф). Докажем вначале, что в;; © Я (Ф). Пусть 
Œ, В — произвольные элементы из Ф. Рассмотрим элемент 
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(aeii) х (Bei) = (adip) ein. Так как 26% (С (Ф)), то 
и (10; :В)е;; © Я (С (Ф)). Если 2’ — квазиобратный элемент 
для (AAi) eii, то легко видеть, что х’= пел, где Yii — 

квазиобратный элемент для QQ; в кольце Ф. Таким 
образом, элемент QAQ; является квазирегулярным для 
любых Q, PEP, т. e. элемент %;; порождает в кольце Ф 
квазирегулярный идеал. Значит, Qi; E Y (D). Далее, для 


любого “ЕФ мы имеем P — = ще; |. ще -- 
3 


я 2 Ве? для некоторых pY CO. Так как (“ее 


cy (С (Ф)), то по доказанному выше afi Ha E 4 (D), откуда 
aD Y (Ф) и af Ey (D). Тем самым доказано, что 


ЕС (F (Ф)). 

Теорема доказана. 

Следствие. Существует 'У-радикальное кольцо 
Кэли — Диксона. 

Действительно, пусть Ф — квазирегулярное кольцо 
без делителей нуля (например, кольцо формальных сте- 
пенных рядов без свободных членов). Тогда матричная 
алгебра Кэли — Диксона С (Ф) является кольцом Кэли — 
Диксона — мы предлагаем читателю убедиться в этом 
самостоятельно, — и при этом 9 (С (Ф)) = С (9$ (Ф)) = 
— С (O) 


Упражнения 


1. Пусть К — кольцо Кэли — Диксона с центром Z. Доказать, 
что #(К)= (0) тогда и только тогда, когда 9 (Z) = (0). 

Указание. Если 0 2z Е %# (7) u I — квадратичный над Z 
идеал кольца А, то идеал zl квадратичен над квазирегулярным 
кольцом ZZ = % (Z). 

2. Пусть К — кольцо Кэли — Диксона. Доказать, что MHO- 
жество 


I = {a € K | t (ak) ЕК для любого КЕК%} 


является наибольшим квадратичным над центром идеалом кольца K. 
Указание. При доказательстве того, что Г — идеал, вос- 
пользоваться соотношениями (2.22). 
3. В условиях предыдущего упражнения ое что [х, у], 
[х, у], z| ЕТ для любых элементов z, у, zE К 


ЛИТЕРАТУРА 


Джекобсон [46], ЗЖевлаков [72—75], Желябин [81], Клейнфелд 
[95], Маккриммон [132], Смайли [215], Шестаков [269, 271, 273]. 


ГЛАВА 11 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ АЛГЕБР 


Теория представлений алгебр состоит из двух взаимо- 
связанных частей: теории правых и левых представлений 
и теории бипредставлений. В хорошо развитой теории 
ассоциативных алгебр роль представлений несомненно 
значительнее роли бипредставлений, в то время как 
в неассоциативном случае до недавнего времени в основ- 
ном использовалась концепция бипредставления алгебр, 
восходящая к Эйленбергу. Исключения составляют раз- 
личные многообразия коммутативных и антикоммутатив- 
ных алгебр, где, по сути дела, понятия представления 
и бипредставления совпадают. | 

В настоящей главе мы вводим понятия правого пред- 
ставления и правого модуля для алгебр произвольного 
многообразия Jk. Основной нашей целью является полу- 
чение характеризации радикала ЖЩевлакова произвольной 
альтернативной алгебры в терминах теории представлений, 
аналогичной известной характеризации радикала Дже- 
кобсона в ассоциативном случае. Мы изучаем свойства 
неприводимых правых альтернативных представлений 
и модулей. Оказывается, что каждый такой модуль являет- 
ся Либо «ассоциативным справа», либо «ассоциативным 
слева». Это позволяет нам охарактеризовать примитивные 
альтернативные алгебры как алгебры, обладающие точ- 
ными неприводимыми модулями. В силу результатов 
предыдущей главы отсюда легко выводится нужная нам 
характеризация радикала Жевлакова. 

Результаты данной главы получены Жевлаковым, 
Слинько и Шестаковым. 
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$ 1. Определения и предварительные результаты 


Пусть V — некоторый Ф-модуль. Через T (V) мы 
будем обозначать тензорную алгебру Ф-модуля V (см. 
Ленг С., Алгебра, стр. 470): 


T(V)=0.19 Ve ... P VVG. 


re УХ =У®... 8&8 V (тензорное произведение, взя- 
тое г раз). Напомним, что всякий гомоморфизм Ф-модулей 
ф: V — И’ индуцирует однозначно определенный TOMO- 
морфизм тензорных алгебр Г ($): T (V) —T (W) такой, 
что T ($) (1) =Ти 7 (Hn... ®Фы,) =ф() ®... 
... @ф (5.) для любых и, ..., 0, E V. Отсюда, в ча- 
стности, следует, что всякое Ф-линейное отображение 
ф: У —B модуля V в ассоциативную алгебру В с egm- 
ницей 1 индуцирует однозначный гомоморфизм ассоциа- 
тивных алгебр T ($): Г (V) >В такой, что T ($) (1) =1 
и T(ẹp) 08... 8 v) =ф()...ф (0,)} для любых 
Ва а В 

Пусть теперь Xt — некоторое многообразие Ф-алгебр 
и P = Фу [X] — свободная алгебра в многообразии 
JÈ от счетного множества порождающих X = {21, 4.,...}. 
Рассмотрим тензорную алгебру T (Dy) модуля Фу. 


Элементы алгебры Фу» мы будем обозначать буквами 


f, Z, h, ....а элементы тензорной алгебры T (P) — 
буквами F, G, H, ... Пусть F(t, ..., 2n) ЕТ (Py), 
Е (tipeer ап) = | 


= 1 + > fP (а, E Ро ® [2 (Ti на В 


Если А — некоторая алгебра из многообразия W n Qy, ... 
.. а E Á, то через F (а1,..., An) мы будем обозна- 
чать следующий элемент тензорной алгебры Т (А): 


Е (a, e.g а.) = 
=. 1-Й’ (ан, -.., а») ® ... ® А (Cis ..., ав). 


Если ф: Фу —А — гомоморфизм. Ф-алгебр такой, что 
ф (1; = ap i =1,2,..., п, u T (p): T (Фу) —Т (А) - 
индуцированный гомоморфизм тензорных алгебр, то легко 
видеть, что F (а1, ..., an) = T ($) (E (£i, ..., Za) 

17 К. А, Жевлаков и др. 
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Пусть теперь о: А —> Endo (М) — некоторое Ф-линей- 
ное отображение алгебры А в алгебру эндоморфизмов 
Ф-модуля М и T (5): T (А) — Endo (М) — индуцирован- 
ный гомоморфизм тензорной алгебры T (А). Элемент 


F (£i, ..., Zn) тензорной алгебры T (Pyy) будем называть 
тождеством, отображения pi если T (0) (F (ar, ..., an)) = 
= 0 для любых Qi, ..., а EA. Иначе говоря, эле- 
мент F (21, ..., Е Баия ВЫ ОО: аа 
i 

. ® EH (£i, ..., Zn) является тождеством отображе- 

ния 0, если для любых Air -+r An EA 
QE m УИ @ь .. о’ а)" .. [fi (a4, sessa = 0, 


где Ём — тождественный эндоморфизм модуля M. В этом 
случае будем также говорить, что отображение о удовле- 
творяет тождеству F (£i, ..., Zn). 

Например, если F (xi, 1.) = я ® La — чихо, то отобра- 
жение о: A — Endo (М) удовлетворяет — тождеству 
F (£i, 42), если a?b? — (ab)? = 0 для любых а, 6ЗА. 

Рассмотрим теперь Ф-линейное отображение А алгебры 
Dy в алгебру эндоморфизмов Ф-модуля P, ставящее 
в соответствие элементу f € Фу» оператор правого умно- 
жения Rs. Пусть Г (В): T (D) — End (P) — инду- 
цированный гомоморфизм тензорной алгебры. Ядро 
Ker T (R) этого гомоморфизма обозначим через Iy и назо- 
вем идеалом ПВ-тождеств многообразия Yt. Элементы 
идеала [yọ будем называть А-тождествами многообра- 


зия W. 

Если Ф-линейное отображение р: А -> Endo (М) удо- 
влетворяет всем А-тождествам многообразия Yt, то будем 
называть о правым представлением алгебры А в многооб- 
разии XW (правым ЗЭК-представлением). В этом случае 
Ф-модуль M с билинейной композицией m.a = тае, 
т Е М, а €A, будем называть правым модулем для алгеб- 
ры А (А-модулем) в многообразии W. | 

Ядром представления р называется множество 
Кег, (4) = {а € | 4 = 0}. Через Kp (А) мы обозначим 
наибольший идеал алгебры А, содержащийся в Ker, (4). 
Представление р (модуль M) называется точным, если 
Ker, (А) = (0), и почти точным, если К, (А) = (0). 
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Естественным образом, как и в ассоциативном случае 
[46], определяются также понятия подмодуля и неприво- 
димого модуля (представления), а для алгебр с единицей — 
понятие унитального модуля (представления). 

Пусть по-прежнему А — алгебра многообразия W. 
Обозначим через Iy [А] идеал тензорной алгебры T (A), 


состоящий из элементов вида F (dyi, ..., а), где Е (ti, ... 

.., Zn) E IM, t, ..., an Е А. Рассмотрим фактор-алгеб- 
ру Am (А) = T (A)/Iņm[A] и отображение Я: А —> 
— Ay(A), переводяще a EA в смежный класе а + 


+ А] Е Am (4). Образ элемента a при отображе- 
нии .# будем обозначать через Ra. Единицу алгебры 
Яр (А) обозначим через 1. 

Предложение 4. Отображение р: A —> 
— Епах(Л/) является правым Э}\-представлением алгебры 
А в том и только в том случае, когда существует, гомо- 
морфизм Ф: Am (А) — Endo (М) такой, что Ф (1) = 
= Ем и оф = 0, т. e. следующая диаграмма комму- 
тативна: 


Ry (А) 
R _ N 
ты 


Доказательство. Ясно, что всякое отображе- 


ние вида Á n Am (А) Bie Endoọ( M), где  — гомомор- 
физм, является правым %)\-представлением алгебры А. 
Обратно, пусть р: А — Епаъ(М) — некоторое правое 
\-представление. Отображение о индуцирует гомомор- 
физм ассоциативных алгебр T (5): T (А) — Епаъ(М), 
при котором T (5) (1) = Ем. По определению правого 
представления имеем Iy [4] = Ker T (0), т. e. отобра- 
жение T (0) постоянно на каждом смежном классе по 
Iņ [А]. Полагая теперь ф (F + Im [4]) = T (pọ) (F) для 
любого F E T (А), мы получим искомый гомоморфизм Ç: 
Am (А) — Епаз(М). Предложение доказано. 

Алгебру Ay (А) назовем универсальной алгеброй для 
правых представлений алгебры А в многообразии W. 


17* 
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Предложение 1 дает нам возможность свести изучение 
представлений неассоциативной алгебры А к изучению 
представлений ассоциативной алгебры Ry (А). Мы можем 


всякий правый А-модуль в многообразии Yt рассматри- 
вать как правый ассоциативный y (А)-модуль. При 


этом легко видеть, что правое 3%-представление 
R 
p: AZ By (4) Endo (М) 


неприводимо тогда и только тогда, когда ф — неприводи- 
мое представление алгебры A (А). 


Докажем одно важное свойство )\-представлений. 

Лемма 1. Пусть А — алгебра из многообразия W 
и p: А > Епах(М) — правое Э\-представление алгеб- 
ры А. Пусть, далее, В — идеал алгебры А, содержащийся 


в Ker, (А). Тогда отображение р: А — Endo (М) алгебры 

А = А/В, определенное по правилу p (а + В) = (а), 

является правым 3\-представлением алгебры А. 
Доказательство. Нужно проверить, что ото- 


бражение р удовлетворяет всем тождествам из /5р. Пусть 
ВЕ, 
F (x4, eeo n == 


= 014 >! f (а, e... хп) © e o o Sfo. (ii ea Bah 


Тогда для любых элементов Qı, ..., An E Á, ввиду TOTO, 
что отображение р удовлетворяет тождеству F (ti, ... 
... Zn), мы имеем 


T (p) (F (а - В, ..., an В)) = 
=аЕы-+ № [Ë (a --В,.. 2 an+ BJF ... 
с... [X (a +B, ..., an +B)P = 
=аЕм + У} [fË (a, .... an) + ВР... 
-e [FÈ (an -cs an) + BP = 
=04Eu + > Pi (а1, к an)’ oae [fh (a4, ewy an)? = 
= T (p) (F (аа, ..., @п)) =0, 
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т.е. отображение о удовлетворяет тождеству F (£i... 


.. Zn). Лемма доказана. 
Для того чтобы узнать, является ли отображение 


о: А — Endo (М) правым %Ж\-представлением, совсем не 
обязательно проверять для отображения р все А-тож- 
дества многообразия WM. Нужно проверить лишь те 
В-тождества, из которых все остальные следуют. Рассмот- 


рим эту ситуацию с формальной точки зрения. 
Пусть ©, — множество всех эндоморфизмов алгебры 
Фр. Каждый эндоморфизм ф из О, индуцирует единствен- 


ный эндоморфизм T (ф) тензорной алгебры T (Pw). Обо- 
значим через Q множество всех эндоморфизмов алгебры 
T (D) вида T ($), где p E€ Q. Идеал алгебры T (Dw), 
переходящий B себя при всех эндоморфизмах из Q, назы- 


вается О-характеристическим идеалом. 
Предложение 2. Идеал Iy является Ф-характе- 


ристическим идеалом алгебры T (Фу). 

Доказательство. Pa E ETEN A E 
24 + $ P (а, .. 5 In) B. 8 №) roa £n) 6 
Е Ipan T (©) — эндоморфизм ине T (Dw), индуци- 
рованный эндоморфизмом ф алгебры P. Пусть ф (5;) = 
=s у. О. п. Нам нужно показать, что 
Lo) (F (iy sa a= = F (У, ..., Yn) Е Im. Tak как 
Iņ = Ker T (R), то мы имеем 


0=T (R) (F (24, ..., £n)) = 
“Род -- X RD aaa) t P Oean. 


Ввиду того, что Фу) — свободная алгебра, a Tı, ... 
.. Zn — свободные порождающие, из этого равенства 
следует, что 


T (В) (F (ул, .. -3 Yn)) = 


=0E В ... Ва =0 
oyt 2: МО... Yn) fa Wyr: Yn) ? 


т.е. F(Y, ... Yn) 6 Ker T (R) = Iņ. — Предложение 
доказано. 
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Всякую систему порождающих идеала lyy как Ф-харак- 


теристического идеала мы назовем системой определяющих 
П-тождеств многообразия WN. 
Предложение 3. Подмножество {Е (t, ... 
›‚ En )} = Im является системой определяющих В-тож- 


деств многообразия Ñt тогда и только тогда, когда для 
всякой алгебры А из W любое Ф-линейное отображение 
о: А — Endo (M), удовлетворяющее всем тождествам, из 
{Fa}, является правым ЭЖ-представлением алгебры А. 

Доказательство. Пусть {Fa (11, ..., n )} — 


система определяющих А-тождеств многообразия W, 
т.е. идеал [ýy как Ф-характеристический идеал порож- 


дается множеством {Fa (21, ..., Zna)}- Легко видеть, 
что [Q как обыкновенный идеал порождается элементами 
вида Fa (у, ..., Yn, )» где Yi, ..., Yn, — произвольные 
элементы алгебры Py. Если отображение о удовлетворяет 
всем тождествам из {Fu (11, ..., т )}, то оно удовлетво- 
ряет и всем тождествам вида Fa (у, ..., Ут} а следо- 
вательно, и всем тождествам из /5р. Значит, о является 


правым \-представлением алгебры А. 
Обратно, пусть всякое отображение, удовлетворяющее 
всем тождествам из {Ро (11, ..., Ln )} является правым 


У\-представлением. Предположим, что 9-характеристи- 
ческий идеал F, порожденный множеством {Fy (11, ... 
ое т, )}, строго содержится в Iq. Рассмотрим алгебру 


А = T (D/F и отображение 


о: Фр > T (Фу) > A5 Endo (М), 


где Г — вложение, т — канонический гомоморфизм, а i — 
некоторое изоморфное представление ассоциативной алгеб- 
ры А. Отображение о удовлетворяет всем тождествам из 
{Fa (Zi, -> Zna) } и по условию является правым 


)-представлением алгебры Py. Однако этого не может 


быть, так как отображение р не удовлетворяет некоторым 
тождествам из /5у. Полученное противоречие доказывает, 


что F = I. 
Предложение доказано. 
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Вопрос о нахождении системы определяющих А-тож- 
деств многообразия J часто оказывается довольно слож- 
ным, даже если нам известны определяющие тождества 
многообразия WM. Например, до сих пор неизвестно 
ни одной системы определяющих А-тождеств для мно- 
гообразия альтернативных алгебр. Неизвестно даже, суще- 
ствует ли такая конечная система. Вообще неясно, обла- 
дает ли всякое конечно базируемое многообразие (т. е. 
многообразие, заданное конечным числом определяющих 
тождеств) конечной системой определяющих А-тождеств. 

В случае многообразия Ass ассоциативных алгебр 
легко видеть, что Ass как Ф-характеристический идеал 
порождается одним элементом F (51, 1.) = м ® zt — 
— ZZ. Легко находится также система определяющих 
В-тождеств для всякого многообразия 9% коммутативных 
или антикоммутативных алгебр, если нам известны опре- 
деляющие тождества многообразия W (см. упражнения). 

Покажем теперь, что всякая алгебра из многообразия 
MWM обладает достаточно большим запасом правых %\-пред- 
ставлений. 

Пусть алгебра А является подалгеброй некоторой 
алгебры P из многообразия W. Обозначим через АВ(А) 
подалгебру алгебры Еп@х(В), порожденную множеством 
ВВ(А) и тождественным эндоморфизмом Ep 

Предложение 4. Пусть отображение ВВ: А — 

— АВ(А) переводит а Ав оператор правого умножения 
АВ = R, € ВВ(А), ф — произвольный гомоморфизм TA 
pol ВВ(А) в алгебру Епаз(М) такой, что ф (Ep) = Ем, 
реа RB o ф< — композиция отображений ВВ и Q: 


В 

o: А = R? (4) %, Endo (М). 
Гогда о является правым Э\-представлением алгебры А. 
Доказательство. Достаточно проверить, что 
отображение АВ удовлетворяет всем А-тождествам мно- 


гообразия W. Пусть F (£i, ..., 2) = @-41 + 2 A CAA 


MENEE D E ho (Bis sisp Aa) € L To определе- 
нию идеала Igy это значит, что в алгебре End (P) верно 
соотношение! 


В = 
од 2 2 R Ве, т) E бе 
t ` = 
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Так как Фр — свободная алгебра и Tı, ..., Zn — CBO- 


бодные порождающие, из этого равенства следует, что 
для любых В, ..., bn ЕВ в алгебре Епах(В) верно 
соотношение 


аЕв-- > R =Q. 


i sie de 
TUT во) DKOEEE 2) 


Иначе говоря, отображение R: В —> Епах(В), ставящее 
в соответствие элементу b Е В оператор правого умноже- 
ния R, удовлетворяет тождеству F. Так как отображение 
ВВ: А — АВ(А) является ограничением отображения R 
на А, то оно также удовлетворяет тождеству F. Предло- 
жение доказано. 

Правые представления алгебры А, определенные 
в предложении 4, будем называть правыми регулярными 
W- -представлениями. 

Соответствующая универсальная алгебра существует 
и для класса правых регулярных \-представлений. Для 
произвольной алгебры А из WM рассмотрим алгебру С = 
= С (А) EWN, являющуюся свободным У%-произведением 
(см. Мальцев А. И., Алгебраические системы, стр. 306) 
алгебры А и свободной однорожденной алгебры ÖM [z] 
многообразия M: С = Фу [1] s4. Обозначим подал- 
гебру ЛС(А) через Rg (A), отображение АС через R* 
и тождественный эндоморфизм Ес — через 1. 

Предложение 5. Отображение ру А —> 
— Enda (M) является правым регулярным У\-представ- 
лением алгебры А тогда и только тогда, когда существует, 
гомоморфизм ф: В5 (А) — Endo (М)`такой, что ф (1) = 
= Eæ и p = Н*оф, т.е. следующая диаграмма ком- 
мутативна: 


ва о 


А-- б = End (М) 


Доказательство. Достаточно доказать, что 
для всякой алгебры В из WM, содержащей r в качестве 
подалгебры, существует: гомоморфизм : АС Giss 
—> Епах (В) такой, что“ 4 (Ес) = Eg и ВТ о 1р. 
Искомый гомоморфизм \ будет существовать, если из 
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справедливости в 'Еп4х(С) соотношения 
c 
aEo+ X Ra, Ra, <- Rap =0 (1) 
i i 
всегда следует справедливость B Endo (B) соотношения 
В pB в _ 
аЕв- 2i Ra, Ra; -++ Rap, =0, (2) 


где œ €W, a; EA. Докажем, что это условие всегда 
выполнено. 
Соотношение (1) влечет справедливость в С равенства 


ар У Во На, ... В, =0. (3) 


Далее, для любого 6 Е В существует гомоморфизм алгебры 
Py [1] в В, переводящий z в b. По определению свобод- 


ного -произведения тогда существует гомоморфизм 9 
алгебры С в В, который тождествен на А и переводит 
x B b. Применяя гомоморфизм 9 к равенству (3), мы полу- 
чаем равенство 


ab+b > Ra, Ва, ... Ва, =0, 


откуда в силу произвольности b следует (2). 
Предложение доказано. 
Алгебра Ау, (А), как легко видеть, единственна с TOY- 


ностью до изоморфизма. Назовем ее универсальной алгеб- 
рой правых умножений алгебры А в многообразии W. 
Образ элемента а Е А при отображении А* будем обозна- 
чать через А*. 

Следствие. Следующие два условия, эквивалентны: 

1) всякое правое \\-представление алгебры А регулярно; 

2) алгебры Ry (А) и Rg (А) изоморфны. 

Доказательство очевидно, ввиду предложе- 
ний 1 и 5. 

Во многих классических многообразиях алгебр все 
правые представления являются регулярными. Например, 
если W = Ass — многообразие ассоциативных алгебр, 
то легко видеть, что Pass (А) = В%.. (А) = А+ для 
любой алгебры А Е Ass. Все правые Ж-представления 
являются регулярными и в случае, когда W — kakoe- 
либо многообразие коммутативных ‘или антикоммутатив- 
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ных алгебр (см. упражнения). В то же время в многообра- 
зии АЦ альтернативных алгебр существуют правые пред- 
ставления, не являющиеся регулярными (см. [214]). Заме- 
тим еще, что для регулярных представлений аналог лем- 
мы 1, вообще говоря, неверен (см. [214]). 

В заключение этого параграфа мы покажем, что еще 
одним из источников правых %\-представлений являются 
\-бипредставления. 

Пара отображений (u, v) алгебры А из многообразия 
W в алгебру эндоморфизмов Enda (M) модуля М massi- 
вается бипредставлением алгебры А в многообразии Ж 
(9\{-бипредставлением), если расщепляемое нулевое pac- 
ширение S = А + М алгебры А с ядром М, т.е. npa- 
мая сумма модулей А и М с умножением 


(а + mı) (a2 + т>) = m,a% + Mma? + ajas, 


принадлежит многообразию WM. В этом случае модуль М 
с билинейными композициями а.т = та, m'a = та», 
тЕМ, a€ A, называется бимодулем для алгебры А 
(А-бимодулем) в многообразии W. Отображение u: А — 
— Endo (M) называется левой компонентой бипредставле- 
ния (u, v), а v — правой компонентой. 

Предложение 6. Для всякого Ж-бипредставле- 
ния (u, v) алгебры А из многообразия W правая компо- 
нента V этого бипредставления является правым регуляр- 
ным Ж-представлением алгебры А. 

Доказательство. Пусть (u, v) — бипредстав- 
ление алгебры А в алгебре Enda (М), и пусть S = А + 
+ М — соответствующее расщепляемое нулевое расши- 
рение. По условию алгебра 5 принадлежит многообра- 
зию W; кроме того, А является подалгеброй алгебры S. 
Наконец, для любых a€ A, тЕМ мы имеем ma” = 
= m.a = тА$, откуда легко следует, что существует 
гомоморфизм` ф: RS (А) — Еп@ах(М), для которого v = 
—= RS оф. Тем самым все доказано. 


Упражнения 


_ 1. Доказать, что если многообразие M унитарно замкнуто, 
то отображение RA: А — RAM (А)‹является инъективным для BCA- 
AEREE ' 


кой алгебры A из M. 


§ 1] ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 267 


2. Доказать, что если Mi = Ma, то существует эпиморфизм 
ф: RM, (А) — RAM, (А), для которого ф (1) =1 и следующая 


диаграмма коммутативна: 


Яд, (4 > Яд, (4) 


3. Доказать, что для всякого гомоморфизма т: А — А’ алгебр 
из многообразия M существуют единственные гомоморфизмы 
Я (т): AM (А) = RAQ (А’) и В* (т): RY (А) = В 5 (А’) соот- 


ветствующих универсальных алгебр такие, что R(T) (1) =1, 
R* (т) (1) =1 и следующие диаграммы коммутативны: 


| T T 
АА’ А А’ 


я] я] R| R | 


óf. 


(T) , В*(т) 
Яр (4) — р (А) Rg —> № (4) 
4. Пусть 3 — однородное многообразие Ф-алгебр. Дока- 
зать, что для всякой алгебры А из M и для любого расширения К 
кольца операторов Ф имеет место следующий изоморфизм: 


R (K Qo 4) = K Qo Ry (4. 


5. Алгебра А называется правоальтернативной, если в алгебре 

А+ верно тождество 
[(ху) z] у = z (у?) yl. | 
Пусть А — правоальтернативная алгебра, р: А — Епах (М) — 
Ф-линейное отображение, удовлетворяющее тождествам 
Е (21) = 21 Q tı — 21, (4) 

С (£i, 15) = 21 ©) хз Q Tı — (1115) 21. (5) 
Доказать, что о является правым регулярным правоальтернативным 
представлением алгебры А. 

Указание. Доказать, что пара отображений (0, 0) являет- 
ся правоальтернативным бипредставлением алгебры А 

6. Доказать, что в качестве системы определяющих В-тождеств 
для многообразия В Alt правоальтернативных алгебр можно 
взять тождества (4), (5). 

7. Доказать, что для всякой конечномерной правоальтерна- 
тивной алгебры А универсальная алгебра R (А) для правых право- 
альтернативных представлений алгебры А также конечномерна. 

8. Пусть А — ассоциативная алгебра. Доказать, что всякий 
левый ассоциативный А-модуль является правым правоальтерна- 
тивным А-модулем. 
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9. Пусть M — некоторое однородное многообразие коммута- 
тивных или антикоммутативных алгебр. Тогда для всякой алгебры А 
из M и для любого 3)-представления р алгебры А пара отображе- 
ний (0, р) в коммутативном случае и (—0, ©) в антикоммутативном 
случае является 3)-бипредставлением алгебры А. 

10. Пусть f = f (£i, ..., Zn) — некоторый однородный эле- 
мент свободной коммутативной или свободной антикоммутативной 
алгебры F. Произвольную частичную линеаризацию первой сте- 
пени элемента f можно записать в виде 


1) ь 

К (Eia e.. Tns, zj) =fj R R оф В 

f 2 mE eean) т y TET 
для подходящих элементов mi? (£i, ..., £n) свободной алгебры F. 
Сопоставим элементу f следующие п элементов T; (f) i = 41, ..., п, 


тензорной алгебры T (F), полагая 


По Е a D ти, (Ei, -.., Zn)e 
i k 


Пусть теперь некоторое однородное многообразие M коммутатив- 
ных или антикоммутативных алгебр задано системой однородных 
тождеств {1(21,..., ло) | “Е А}. Тогда в качестве системы 


определяющих А-тождеств многообразия M можно взять систему 
(Ti fali = 1, y п а Е А}. 


$ 2. Представления композиционных алгебр 


В этом параграфе мы будем изучать свойства непри- 
водимых альтернативных модулей над композиционными 
алгебрами. 

Прежде всего заметим, что достаточно ограничиться 
унитальными модулями. 

Лемма 2. Пусть А — альтернативная алгебра 
с единицей 1. Тогда всякое неприводимое альтернативное 
представление алгебры А унитально. 

Доказательство. Заметим вначале, что, ввиду 
тождества правой альтернативности и правого тождества 
Муфанг, идеал Гл, альтернативных А-тождеств содержит 
следующие тождества: 


F (x) = 21 © Tı = Ti, (4) 

С (11, 1.) = T1 ® т. ® Ty — илл. (5) 

Пусть теперь р — неприводимое представление алгебры 
А и М — соответствующий неприводимый А-модуль. Pac- 


смотрим множество М, = {т — т-1 |m € M}. Из А-тож- 
дества (4) и его линеаризации следует, что для любых 
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a, b € A mm имеем (а2)? = (a?°)?, аб о bP? = (ао бр. Теперь 
для любого аЕА мы имеем (m — т:1):а = m-a + 
+ (т-а).1 — m. (a o 1) = (т:а):1 — m-a E€ Му, откуда 
следует, что Mo является подмодулем модуля М. Если 
М не унитален, то Му == (0) и, ввиду неприводимости, 
М. = М. Далее, (т — т-1)-1 = т.-1 — т.12 = 0 для 
любого m € M, поэтому М-1 = (0). Наконец, ввиду 
В-тождества (5), для любых а, b E€ A мы имеем (aba)? = 
= a°b?a?, поэтому m.a = т.(1а1) = ((т-1).а)-1 = 0 для 
любых т Е M, a € A. Значит, M -A = (0), что противоре- 
чит неприводимости М. Лемма доказана. l 

į Ilycre А — альтернативная алгебра, М — альтерна- 
тивный А-модуль. Для а, b€ A, тЕМ мы положим 


(т, а, b) = (т:а)-6 — m (ab), 
{m, a, b} = (m +a) -b — т. (Ва). 


Многие из доказываемых в этом параграфе утвержде- 
ний справедливы одновременно и для композиции (т, а, 6), 
и для композиции {т, а, 6}. В связи с этим мы введем 
общее обозначение [т, а, 6] для этих трилинейных KOM- 
позиций. Естественно, что все выражения [т, а, b], 
встречающиеся в одной формуле или на протяжении 
одного фиксированного доказательства, означают только 
какую-то onay из композиций (m, a, 6), {m, a, b}. 


Лемма 3. Длялюбых a, bE A, т € М верны coom- 
ношения 

[т, а, а] = S (6) 

{(т, a, b), a, b} = (7) 

({т, а, b}, а, b) = 0. (8) 


Доказательство. Соотношение (6) вытекает 
из А-тождества (4). Соотношения (7) и (8) можно вывести 
из известных нам тождеств, справедливых в альтерна- 
тивных алгебрах (см. лемму 7.9), но мы докажем их сейчас 
независимо. Докажем, например, (8). Ввиду линеаризо- 
ванного соотношения (6), нам достаточно доказать, что 
({т, а, b}, b, а) = 0. В силу В-тождеств (4) и (5) и их 
линеаризаций, для представления р, ` соответствующего 
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модулю М, мы имеем 
(ab? — (вар) (WPa? — (Ба) = 
— ab? bPa? — (Ба)? bPa? — a” b? (ba)? + (ba)? (ba)? = 
== (aba)? — ((ba) ba + ab (ba))? + (baba)? = 0, 


откуда следует (8). Аналогично доказывается (7). Лемма 
доказана. 

Модуль М мы назовем ассоциативным справа (слева), 
если М обладает такой системой порождающих элементов 
{т;}, что (т;, а, b) = 0 (соответственно {т;, а, b} = 0) 
для любого т; Е {m;} и любых а, БЕДА. 

Мы хотим доказать, что всякий неприводимый альтер- 
нативный модуль над композиционной алгеброй либо 
ассоциативен справа, либо ассоциативен слева. 

Далее в этом параграфе всюду А — композиционная 
алгебра над полем F, М — неприводимый альтернативный 
А-модуль. Заметим, что по лемме 2 модуль М является 
унитальным А-модулем. 

Лемма 4. Для любых а, bE A, т Е М верны coom- 


ношения 


[т, а, аб] = a [т, а, bl-a + ВЕ (а) [т, а, bl, (9) 
[т, а, ba] = а’ [т, а, bl-a + В’? (а) [т, а, b], (10) 
где t (а) — след элемента а; а, &', В, В’ — некоторые ane- 


менты поля F. 
Доказательство. Рассмотрим вначале случай, 


когда [,,| есть (,,). По тождеству Муфанг имеем 
(т, а, ab) = (т, а, Ь):а, что доказывает (9). Далее, 
(т, а, ba) = —(т, а, ab) + (т, a°, b) = —(m, a, В):а + 
+ (т, a°, b). В силу квадратичности А над F для любого 
a €E AÁ имеем 


а? = t (ада — n (а) -1, (11) 


где #(а) — след элемента a, п (a) — норма элемента а, 
n (а), t (а) Е Е. Следовательно, (m, a°, b) = t (а) (т, а, b) — 
— n (а) (т, 1, b) = [Е(а) (т, а, b) п (т, а, ba) = 
= — (т, а, 6):а + t (а) (т, а, b), что доказывает (10). 

Пусть теперь [, ‚| означает операцию р ‚}. Тогда 
имеем {т, а, аб} = (т-а) -(а5) — т (aba) = — [т -(ab)] -a+ 
+ т [а o (а6)] — т -(афа) ={т, b, а}-а — [(m -b)-a] -a + 
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2) = {т, a, 6}-а — (т-а)- 6 ]:а + т: (аба) = 
а, b}-a, что доказывает (10). 
Лемма доказана. 
Следствие 1. Пусть [т, а, В] =0. Тогда 
[т, а, ab] = [т, а, Ва] = 0. 
Следствие 2. Пусть ав, Vao, VEA, ТЕМ. 
Тогда, если [т, vi, в] = 0 для любых i, j Е {1, 2, 3}, то 


+ т.(а?6) = —{т, a, 6}.а— (m-b)-aè + m -(a°b)= 
= — {m, a, b}-a— {m, b, а} = —{m, a, bẹ}-a— 
— t (a) {m, b, а} + n (а) {т, b, 1} = —{т, а, b}-a + 
_ + t(a) {т, a, 6}, т.е. (9) доказано. Далее, {m, a, ba} = 
aua a) — m (ba?) = — [m -(ba)l -a + m-la o (baj] — 
— ba 


{т, 


[т, Vi, ИИ аа е= = [т, и, 503], (12) 


а если |m, а, v;i] = [т, а, viv;l a. для любых i, ] Е 
Е {1, 2, 3}, то 
[т, а, (vivj) ив] = + т, а, (VW) в, (13) 
[m, а, Vi (vjvp)l == z [m, a, (V12) 03] (14) 
для любой перестановки (ijk) символов 1, 2, 3. 
Доказательство. Соотношение (12) легко выте- 
кает из линеаризованных соотношений (9), (10) и условий 
следствия. Для доказательства соотношений (13) и (14) 


предварительно заметим, что в алгебре А верно соот- 
ношение 


bcb = t (be) b + n (b) c — t (c) n (b) -4. (15) 


Действительно, в силу (11) и (2.21) имеем 

bcb = (b o c) — cb? = | 

= [t (b) c + t (c) b — t (b) t (c) + Еве] b — c [t (b) b — n(b)] = 
= t (c) b? — t (b) t (c) b + t (bc) b + n (b) с = 

= t (bc) b + n (b) c — t (c) n (b) 1. 


Теперь из (14) и (15) следует 
[т, а, 6] = t (b) [т, а, b], 
[т, а, bcb] = t (bec) [т, а, b] + n (b) Im, а, cl. 
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Линеаризуя эти соотношения, ввиду условий следствия, 
мы получаем 


[т, а, О; о (ль) = 0, 


[т, a, {vivr} = 0, 


откуда в силу предложения 5.3 легко следуют соотноше- 
ния (13) и (14). 

Следствие доказано. 

Лемма 5. Пусть А = О (u, В) — алгебра обобщен- 
ных кватернионов. Тогда М либо ассоциативен справа, 
‚ либо ассоциативен слева. 

Доказательство. Нам достаточно доказать, 
что в М найдется ненулевой элемент т, для которого 
[т, А, А] = (0). Действительно, тогда множество т.А = 
= {m-a |a € А} будет являться ненулевым подмодулем 
в М, совпадающим с М в силу его неприводимости, 
и в качестве соответствующей системы порождающих 
элементов можно взять систему, состоящую из одного 
элемента т. В алгебре А = Q (u, В) существуют такие 
элементы Vj, Va, что базис А над F состоит из элементов 1, 
Uis Uo, UW (см. $ 2.4). Пусть m € M, т=0. Если 
(т, Vi, и.) = 0, то по следствию Í леммы 4 (т, А, A) = 
= (0), и все доказано. Пусть теперь т. = (т, и, р.) Æ 0. 
Тогда по соотношению (7) имеем {M;, Vi, Va} = 0, откуда. 
вновь по следствию 1 леммы 4 {m,, А, A} = (0). Лемма 
доказана. 

Рассмотрим теперь случай, когда А = С (в, В, y) — 
алгебра Кэли — Диксона. В этом случае в А можно 
выбрать такие элементы Vj, Və, Uz, что базис А над F 
составляют элементы Í, Vi, Ua, Из, Uia, #103, ИИ, (й100) V3 
(см. $ 2.4). 

Лемма 6. Пусть для некоторого 0 == т Е М и любых 
i, j E€ {1, 2, 3} выполнены соотношения [т, vi, vjl = 0. 
Гогда М ассоциативен справа либо слева. 

Доказательство. Рассмотрим два возможных 
случая. 

1. [т, в, из = 0. 

Покажем, что в этом случае [т, А, А] = (0). В en 
(12) и по следствию 1 леммы 4 имеем [т, Vi, 92%] = 0. 
Теперь, ввиду соотношения (6), нам достаточно установить 
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равенства 
[т Vi, (0102) Val = 0, (16) 
[т, иг» ишь] = 0, (17) 
[т ви» (VWa) Val = 0. (18) 


В силу (13) и следствия 1 леммы 4 имеем 
[m, Vi, (VWa) Val = = т, Vi, (ль) vil = 0, 


т.е. (16) доказано. Далее, ввиду линеаризованного соот- 
ношения (10), имеем 


т, ViVj, Varl = — т, ив, vi (ии) = —т, ив, 0 = 
= —t (v;i) [т, Vr, вши + n (vi) [ть Vr, в = O, 


т.е. и (17) доказано. Наконец, применяя (17), (13) и след- 
ствие 1 леммы 4, получаем 


[M, ViVj, (ViVa) Val = т, ишь (Vivi) Val = O, 


что доказывает (18). Итак, в случае 1 имеем [т, А, А] = 
= (0), откуда, как и при доказательстве леммы ð, следует 
утверждение леммы. 

2. [т, и, Val = т, =2 0. 

Покажем, что в этом случае [т., А, А]’ = (0), где 
через [, ‚|’ обозначена та из трилинейных композиций 
(, ›), {, ‚„}, которая отлична от [, ‚|. В силу (12) и линеа- 
ризованных (7), (8) имеем 


[Mi Vi, vjl = llm, Vi, 0503], Vi, vjl = 
= + llm, vi, иль], Vi, vjl = 
= Fİlm, vi, vjl, Vi, VP = 0. 
Далее, ввиду (7) и (8), получаем 
[Mi Vi, 0503” = lim, Vi, 9303 Vi, VV gl” = 0. 


Теперь по уже рассмотренному случаю 1 имеем [m;, А, A] = 
= (0), откуда следует утверждение леммы и B caya Z 
Лемма доказана. 

Теперь может быть доказана‘ 

Теорема 1. Бсякий неприводимый альтернативный 
модуль над композиционной алгеброй либо ассоциативен 
справа, либо ассоциативен, слева. 


18 К, А. Жевлаков и др, 
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Доказательство. Из соотношения (6) и уни- 
тальности модуля М легко следует, что в случаях А = F 
и А = К (u) модуль М является правым ассоциативным 
модулем. Ввиду леммы 95, нам остается рассмотреть слу- 
чай, когда А = С (u, P, y) — алгебра Вэли — Диксона. 
Выберем в Á элементы Vj, #., из, для которых множество 
{1, Vi, Ua, Ug, VWa, V3, 050з, (0103) из} образует базис А 
над F. По memme Ô достаточно доказать, что найдется 
ненулевой элемент M Е М такой, что |m, vi, vjl = 0 для 
любых i, ] Е {1, 2, 3}. Пусь тЕМ, m0. Если 
(т, Vi, и;) = 0 для всех i, j, то доказывать нечего, поэто- 
му можно считать, например, что Mı = (т, Vi, Va) Æ Q. 
Заметим, что в силу (7) 


{та, 1, Uo} == {(m, Ul, Ua), Uis Va } = 0. (19) 
Если {m;, Vi, 03} = {Mı, Və, 03} = 0, то все доказано, 
поэтому мы можем считать, например, что т. = {M}, в, 
03} 5-0. В силу (8) и его линеаризации и ввиду (19) 
имеем 
(ть, Vi, 03) = ({Пиа, Vi, 03}, Vi, 03) = 0, (20) 
(Ma, Vi, Va) = ({m, Vi, 6з}, Ui, Va) = 
= —({ты, 1, >}, Vi, Va) = 0. (21) 
Если еще и (Ma, Va, V3) = 0, то все доказано. Предполо-‹ 
жим, что M = (ть, Va, V3) Æ 9. Применяя соотношение 
(7) и его линеаризацию, в силу (20) и (21) мы получаем 


{ть Voas и} = {(Ma, Vas 03), Vas 03} = 0, 
{тз, и, Ua} = {(m3, U2, 03), Vis Uo} ig 

= — (ть, Va, Vi), Vg, V2} = 0, 
{Mg, Vis, Va} = {(Ma, Vos Va), Vi, 03} = 

m — {(ть», Uis Из), Uo, U3} = 0. 


Итак, в любом случае модуль M содержит ненулевой 
элемент т, удовлетворяющий условию леммы 6. Теорема 
доказана. 


Упражнения 


1. Доказать, что всякий ассоциативный слева правый модуль 
над ассоциативной алгеброй А является левым ассоциативным 
А-модулем. (Это в какой-то мере объясняет введенный нами термин 
«ассоциативный слева».) 
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2. Доказать, что алгебра обобщенных кватернионов Q (u, В) 
обладает в точности двумя неизоморфными неприводимыми правыми 
альтернативными модулями. Оба эти модуля регулярны, причем 
один из них ассоциативен справа, а другой — ассоциативен слева. 

Указание. Для построения ассоциативного слева модуля 
над алгеброй О (u, В) применить к алгебре О (в, В) процесс Кэли — 
Диксона и рассмотреть подпространство VQ (u, р). 

3. Пусть С = С (в, В, y) — алгебра Кэли — Диксона. Обо- 


значим через Reg С и Reg С правые С-модули, получающиеся вве- 
дением на векторном пространстве М = С соответственно следую- 
щих действий алгебры С: если т Е М, c ЕС, то 


т.с = тс для модуля Reg С, 
т.с = тс для модуля Вес С, 
где через та обозначено произведение элементов т и а в алгебре 


Кэли — Диксона С. Доказать, что Reg С и Reg С являются непри- 
водимыми неизоморфными правыми правоальтернативными С-моду- 
лями (см. упражнение ð к $ 1); при этом Reg С ассоциативен справа, 


а Нес С — ассоциативен слева. 
Ясно, что модуль Вес С является регулярным альтернативным 


С-модулем. Является ли альтернативным модуль Reg С, неизвестно. 
Используя описание альтернативных С-бимодулей, можно дока- 


зать, что модуль Reg С не является регулярным альтернативным 
С-модулем. 
4. Доказать, что всякий неприводимый правый правоальтерна- 


тивный С-модуль изоморфен либо Вес С, либо Reg С. 


$ 3. Неприводимые альтернативные модули 


Перейдем теперь к рассмотрению произвольных непри- 
водимых альтернативных модулей. Ниже всюду А — аль- 
тернативная алгебра, У (А) — ее радикал Жевлакова, 
о — правое альтернативное представление алгебры А, 
М — ассоциированный с представлением р правый А-мо- 
дуль. 

Лемма 7. Если представление о неприводимо, то 
фактор-алгебра А/К, (А) первична. 

Доказательство. Пусть сначала В, С — идеа- 
лы алгебры А такие, что БС + СВ = К, (А) и BÈ 


<= Кр (А). Рассмотрим множество М.В = {» ати -6, | 
a; ED, т Е М, bi €B}. Для любоо a E€ А мы 
имеем (т;.6;)-а = —(т;-а).6; + m; (ao b;) Е М-В, отку- 
да следует, что М.В — подмодуль А-модуля М. Так 
как В Æ Кр (А), то М.В =Æ (0), откуда, ввиду неприво- 
димости M, следует, что M.B = М. Допустим теперь, что 


18* 
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С Æ К» (4). Тогда найдутся элементы b Е В, c EC такие, 
что (М. b) -с = (0). Заметим, что (т.6).с a (m -с) -b ni 
+ m-(co b) = —(т.-с):6 для любого mEM, т.е. 
(M -Ь).с = (М.с)-6. Далее, в силу линеаризованного 
В-тождества (5) для любых аЕА итЕМ мы имеем 


[(ть -6) :с]:а = — (т -a)-c]l-b + т -[(6с) а + (а) ] = 
= —[(т.а) -с].6, 


откуда следует, что (M -6)-с = (M -c) -b есть А-подмодуль 
модуля М. Ввиду неприводимости M, имеем М = 
= (М-6).с. Однако по тождеству Муфанг 


= (М.5) -c = {I(M -b) -cl -b}-c = [M -(bcb)] с = (0), 


что противоречит неприводимости M. Значит, если BC + 
+ СВ = Кр (4), то либо В = Кр, (А), либо С = К, (4). 
Пусть теперь ВС = K, (А). Тогда (ВПС) = Ko (4) 
и по доказанному В AN С = Ар (4). Но тогда и СВ == 
= В | С = К, (4). Таким образом, ВС + СВ = Кр (А) 
и, следовательно, либо В = К, (4), либо С = Kp (А). 

Лемма доказана. 

Лемма 8. Если алгебра А обладает почти точным 
неприводимым модулем М, то либо А — ассоциативная 
первичная алгебра, либо А является кольцом Кэли — 
_ Диксона. | 

Доказательство. По предыдущей лемме алгеб- 
ра А первична. Если ЗА Æ (0), то все ясно, ввиду след- 
ствия теоремы 9.9. Пусть теперь ЗА = (0). В силу тео- 
ремы 9.11 нам достаточно доказать, что Æ (А) = (0). 
Без ограничения общности мы можем считать, что 3 
= (0), откуда 2.2 = 1в Ф, т.е. в кольце Ф есть 1/.. 
Следовательно, мы можем рассмотреть алгебру Ай) 
с умножением 4 © b = 1/. (ab + ba). Рассмотрим также 
отображение R: А > Rart (А) алгебры А в универсаль- 
ную алгебру ли, (А). Для любых а, b € A всилу В-тож- 
дества (4) мы имеем aO Ra = 5. о Ry = 5-Я. ь = 
= ось, откуда следует, что отображение # является 
гомоморфизмом алгебр R: А“) -> (Aart (4))®; при этом 
образом алгебры А“) будет множество Ra = {Ra [а € 
€ A}. В частности, множество A является подалгеброй 


специальной йордановой алгебры (Bart (4), т. e. 
Aa — специальная йорданова алгебра. Ясно также, что 
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ассоциативной обертывающей для йордановой алгебры 
P, будет алгебра ли (А). 

Заметим теперь, что локально нильпотентный радикал 
£ (А) алгебры А является локально нильпотентным идеа- 
лом алгебры А“. Значит, его образ Я») при эпимор- 
физме Я: AY — A4 лежит в локально нильпотентном 
радикале Æ (2,4) йордановой алгебры 4. По теореме 4.5 
£ (#) = Я. ПЯ (Zan (А)), откуда следует, что Я Е 
EL (® ль (А)) для любого a€ £ (А). 

Далее, пусть о — неприводимое почти точное пред- 
ставление алгебры А, соответствующее А-модулю М. 
По предложению 1 существует гомоморфизм ф ассоциа- 
тивной алгебры ли (А) в алгебру Endọ(M) такой, что 
о = % o Q; при этом М является неприводимым ассоциа- 
тивным Žar (А)-модулем. Хорошо известно, что в этом 
случае Æ (Pan (4А)) = Ker ọ. В` а Я. Е Кег ф 
для любого a €E L(A), откуда & (А) = Ker, (A) и 
£ (А) = К, (А) = (0). | 

„Лемма оказана. 

Лемма 9. Пусть А — ассоциативно-коммутатив- 
ная алгебра. Тогда всякий неприводимый А-модуль М 
является правым ассоциативным А-модулем. 

Доказательство. В силу линеаризованных 
ЕВ-тождеств (4) и (5) мы имеем для любых т E€ М, а, В, сЕА 


(т, а, b)-c = [(m -a) -bl -c — [т -(ab)] с = 
= —[(т .с) -bl-a + 2m (abc) + (т -с) (ab) — 2m (abc) = 
= — (т.с, b, а) = (т.с, a, b), 


откуда следует, что подмножество (М, а, b) является non- 
модулем А-модуля М. Если модуль М не является ассо- 
циативным, то (M, а, b) Æ (0) для некоторых а, БЕДА 
и, ввиду неприводимости, (М, а, Ь) = М. Заметим, что 
для любых т € M, а, b € верно равенство (т, а, b) = — 
= {т, а, b}, поэтому в силу (7) или (8) имеем 


((m, a, b), a, b) = 0. 


Ho тогда М = (M, a, b) = ((M, a, b), a, b) = (9): Полу- 
ченное противоречие доказывает лемму. 

Обозначим через ZN at идеал ZN (Alt [Х]) atowo 
альтернативной алгебры Alt [X] or счетного множества 
порождающих X = {5;}, а для произвольной альтерна- 
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тивной алгебры А через ZN an [А] — идеал алгебры А, 
состоящий из элементов вида f (а1, ..., ал), где F (t, 
..., 2) E Млн, @а,.... 4 EA. Kak легко видеть, 
ZN Alt [A] E [N At [A], A] АЗ. 

Лемма 10. Если модуль М неприводим и не является 
ассоциативным справа, то ZN at [А] = Ko (А). В частно- 
сти, в этом случае [Мли [А], А] = Ko (А). 

Доказательство. Пусть и — произвольный 
элемент из ZN ли, £i — порождающие, не входящие в U. 
По лемме 7.5 в алгебре Alt [X] верно тождество 


(тли, Ta, £3), Ths £5) o 0. 


Отсюда следует, что для любых элементов а Е ZN aw [A], 
Е А 


a” (bi bh — (6165)°) (6364 — (6:64)°) =0. (22) 


Если ZNan [А] Æ К, (А), то существует такой элемент 
а Е № и [А], что m-a 0 для некоторого т Е М. Возь- 
мем элемент т-а в качестве порождающего элемента А-мо- 
дуля М. Возможны два случая: 

а) (m-a, b, с) = 0 для любых b,c €A; 

6) существуют b,c E€ A, для которых т. = (т-а, b, с) Æ 
Æ 0. 
Выбирая во втором случае в качестве порождающего 
элемента модуля M элемент Mı, мы получаем, ввиду (22), 
что в любом случае модуль М ассоциативен справа. Полу- 
ченное противоречие доказывает, что ZN ar [А] = Кр (А). 
Лемма доказана. 

Лемма 11. Пусть алгебра А обладает почти точ- 
ным неприводимым модулем М, не являющимся ассоциа- 
тивным справа. Тогда Z = Z (A)Æ (0), Z не содержит, дели- 
телей нуля алгебры А и кольцо частных А, = (Z*¥) А 
является либо алгеброй обобщенных кватернионов, либо 
алгеброй Кэли’`—“Диксона над полем частных Z кольца Z. 

Доказательство. По nemme 8 aire opa A 
является либо ассоциативной алгеброй, либо кольцом 
Кэли — Диксона. Так как для кольца Кэли — Диксона 
утверждение леммы справедливо, остается рассмотреть 
случай, когда А — первичная ассоциативная алгебра. 

Заметим, что, ввиду леммы 9, алгебра А некоммута- 
тивна. Кроме того, легко видеть, что алгебра А невырож- 
nema. Следовательно, по теореме 9.6 Nar [А] Æ (0). Так 
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как по nemme 10 [Nant [4], А] = К, (А) = (0), то мы 
получаем (0) Nan [А] = Z (А), откуда Z = Z (А) Æ 
Æ (0). Ввиду первичности алгебры А, центр Z не содер- 
жит делителей нуля алгебры А, и мы можем образовать 
кольцо частных А, = (7*)1А. По предложению 9.2 A, 
является первичной ассоциативной алгеброй и алгебра А 
изоморфно вкладывается в A4. Далее, условие Nay [4] = 
<= Z (А) эквивалентно выполнению в алгебре А совокуп- 
ности тождеств вида [п (z4, .... Zm), Zm] = 0, где 
п (т, ..., Zm) — произвольный элемент из Na. Легко 
видеть, что Nag — однородная подалгебра свободной 
алгебры Alt [X], поэтому по предложению 9.2 все эти 
тождества справедливы и в алгебре А... Значит, Nan [Al = 
= Z (A) = Z. Пусть теперь Г — произвольный ненуле- 
вой идеал алгебры A. По следствию 1 теоремы 9.4 Г также 
будет первичной алгеброй. Если бы алгебра Г была ком- 
мутативной, то мы бы имели (0) = Г = й (Г = ГПА, = 
= Ži, что невозможно, так как Й, — поле и А. Æ Z4, 
ввиду некоммутативности подалгебры А = A. Значит, 
Т — некоммутативная первичная ассоциативная алгебра. 
Ясно, что алгебра Г невытождена, поэтому по теореме 9.6 
мы получаем (0) Æ Мда, [Г] = Nar [А] = Z, откуда ГП 
ПИ, = (0) и I = A,. Ввиду произвольности идеала Г, 
тем самым доказано, что алгебра A, проста. Так как 
Nat [41] = Z (4) = Z}, то по теореме 7.5 алгебра А, 
является алгеброй обобщенных кватернионов над полем Z4. 

Лемма доказана. 

Теперь может быть доказана 

Теорема 2. Пусть А — произвольная альтернатив- 
ная алгебра. Тогда всякий неприводимый альтернативный 
А-модуль либо ассоциативен справа, либо ассоциативен 
слева. 

Доказательство. Так как всякий неприводи- 
мый А-модуль М является почти точным неприводимым 
А-модулем, где А = А/К, (A), и при этом М ассоциати- 
вен справа (слева) как А-модуль тогда и только тогда, 
когда M ассоциативен справа (слева) как А-модуль, то 
нам достаточно рассмотреть почти точные неприводимые 
А-модули. Пусть М — почти точный неприводимый аль- 
тернативный А-модуль. Можно считать, что M не является 
ассоциативным справа, так как иначе доказывать нечего. ` 
Тогда по nemme 11 Z = (А) = (0), и алгебра А изоморф- 
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но вкладывается в кольцо частных A, = (7*)-1А, кото- 
рое является либо алгеброй обобщенных кватернионов, 
либо алгеброй Кэли — Диксона над полем частных Z3 
кольца Z. | 

Рассмотрим множество Nart [A]. Для любого элемента 
f= f (т, ..., Zn) E №Мли мы имеем 


7 Q тан — fni, Ло O f— и ГА, 
откуда для любых элементов N E Nat [A], a EA 


n’a? — (па)? = а’п’ — (ап)? = 0. 
Так как Nau [A] = Z (А), то окончательно получаем 
n’a? = (па)? = (ап)? = а’п?. 
Таким образом, (Nan [А]? = 3 (M), где 
$ (М) = {0 € Endo (М) | [0, a°] =0 для всех аЕ 4}. 


Множество $ (M) называется иентрализатором А-моду- 
ля М. Как легко видеть, ввиду неприводимости модуля М, 
множество $ (М) является телом (относительно операций 
алгебры Епах (М)). По следствию 2 теоремы 7.4 для 
любых элементов а, b E A мы имеем (la, В Ез (М) 
и (п, (а, 5))° Ез (М), где п» (x, у) = [х, y}? ([х, У о lz, yzl). 

Покажем теперь, что в центре Z алгебры А содержится 
идеал I такой, что Ie = 3% (М). Пусть вначале характери- 
стика тела 3 (M) не равна двум. Выберем в алгебре А 
пару элементов а, b, для которых la, blt -20 (см. noka- 
зательство леммы 410.16). Для любого z € Z мы имеем 
2 [а, bliz = n, (а +- z, В — n, (а, b), откуда (а, bl*z)e Е 
Е 3 (М), и в качестве идеала Г можно взять идеал, порож- 
денный элементом la, blt. Если же характеристика тела 
3 (М) равна двум, то выберем в А элементы а, b, для 
которых ПИ. (а, b) -= 0. Такие элементы всегда существуют, 
так как композиционная алгебра Á], как легко видеть, 
не удовлетворяет тождеству п. (5, у) =0. Мы имеем 
по (а + az, b) = n, (а, b) + 521. (а, b) + 1022 n, (а, b) + 
+ 1023п. (а, b) + 52п, (а, b) + 21. (а, b) для любого 
227. Так как 2п. (а, b) = п. (а, zb) и 2т. (а, b) = 
= п. (za, b), то, ввиду условия на характеристику, отсюда 
следует, что [zn, (а, b) € 3 (М), и в качестве искомого 
идеала / в данном случае можно взять идеал, порожден- 
ный элементом п. (а, b). 
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Заметим, что ограничение отображения о на множестве 
I является гомоморфизмом алгебры I в $ (М). Далее, как 
легко видеть, для любого i Е Г N Ker, (А) мы имеем iA = 
<= К, (А) = (0), откуда i = 0 в силу первичности алгеб- 
ры А. Значит, Г N Кег, (А) = (0), и мы можем отожде- 
ствить / с его образом I? B 3 (М). Так как $ (М) — тело. то 
поле частных /, кольца I также содержится в 3 (М). 
Однако, как легко видеть, l; = Z. Следовательно, Z, = 
<= $ (М), и М можно рассматривать как векторное про- 
странство над полем Z4. Если мы теперь положим (27а) = 
= 2112, то, как нетрудно проверить, мы получим альтер- 
нативное представление алгебры А, в той же алгебре 
Endo (М). Ясно, что М неприводим и как А\-модуль. 
По теореме 1 модуль М ассоциативен слева как А.-модуль, 
а следовательно, и как А-модуль. 

Теорема доказана. 

Докажем теперь, что примитивные альтернативные 
алгебры — это в точности алгебры, обладающие точными 
неприводимыми альтернативными модулями. 

Лемма 12. Пусть альтернативная алгебра А обла- 
дает почти точным неприводимым альтернативным моду- 
лем М. Тогда А примитивна. 

Доказательство. По теореме 2 модуль М либо 
ассоциативен справа, либо ассоциативен слева. Допустим 
первое. Пусть т — порождающий элемент модуля М 
такой, что (т, z, у) = 0 для любых z, y E€ A. Рассмотрим 
множество (0:7) = {x E€ A | т-х = 0}. Как легко видеть, 
(0:т) — правый идеал алгебры А. Далее, т-А = М, 
поэтому в Á существует элемент E, для которого m-e = т. 
Пусть а — произвольный элемент алгебры А; тогда 
т. (а — ea) = m-a — (m-e) = m-a — т:а =0, т. œ. 
а — ea Е (0:т). Тем самым доказана модулярность пра- 
вого идеала (0:т). Пусть теперь I — правый идеал алгеб- 
ры А, строго содержащий (0:т). Тогда т.Г — ненулевой 
подмодуль модуля М и, следовательно, М = m. I. Orco- 
да вытекает наличие в / такого элемента i, что m-i = т. 
Мы имеем” т. (e — i) = 0, т.е. e — i € (0:т) = Г, откуда 
еЕГ и I = А. Следовательно, правый идеал (0:т) mak- 
симален. Заметим, наконец, что всякий двусторонний 
идеал, содержащийся в (0:т), аннулирует модуль М. Так 
как модуль М почти точен, таких ненулевых идеалов 
не существует, и алгебра А примитивна. 
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Пусть теперь модуль М не является ассоциативным 
справа. Тогда он ассоциативен слева, а алгебра А по лем- 
ме 11 изоморфно вкладывается либо в алгебру обобщен- 
ных кватернионов, либо в алгебру Кэли — Диксона. 
В модуле М существует порождающий элемент т такой, 
что {m, z, у} = 0 для любых т, y € A. Рассуждая по ana- 
логии с предыдущим случаем, легко проверить, что мно- 
жество (0:т) является в этом случае максимальным 
модулярным левым идеалом, не содержащим ненулевых 
двусторонних идеалов алгебры А, т.е. в данном случае 
алгебра А примитивна слева. По теореме 10.1 тогда A есть 
либо алгебра Кэли — Диксона, либо примитивная слева 
ассоциативная алгебра. В первом случае по следствию 
леммы 410.3 алгебра А примитивна. Во втором случае А 
является подалгеброй алгебры обобщенных кватернионов 
и по следствию леммы 2.8 удовлетворяет существенному 
полиномиальному тождеству [х, у], zl = 0. Хорошо 
известно (см., например, [252, стр. 154]), что тогда А 
является конечномерной простой алгеброй над своим 
центром. В частности, А примитивна справа. 

Лемма доказана. 

Следствие. Всякий почти точный неприводимый 
альтернативный модуль является точным. 

Доказательство. Пусть М — почти точный 
неприводимый альтернативный модуль для альтернатив- 
ной алгебры А. Тогда М ассоциативен справа либо слева 
и имеет вид М = т-А для некоторого элемента т Е М, 
а алгебра А есть либо алгебра Кэли — Диксона С, либо 
ассоциативная примитивная алгебра. Так как алгебра С 
не содержит собственных односторонних идеалов, то 
в первом случае мы имеем (0:т) = (0), откуда следует, 
что а € Ker, (С) тогда и только тогда, когда Са = (0) или 
aC = (0), в зависимости от того, ассоциативен M справа 
или слева. Так как таких элементов в алгебре С нет, то 
мы получаем в этом случае, что Кег, (С) = (0), и модуль 
М точен. Если же алгебра А ассоциативна, то M является 
обычным правым или левым ассоциативным А-модулем. 
В каждом из этих случаев ядро Ker, (А) является идеа- 
лом алгебры А, поэтому Ker, (А) = Кр (А) = (0), и mo- 
дуль M точен. Следствие доказано. | 

Теорема 3. Альтернативная алгебра А является 
примитивной тогда и только тогда, когда А обладает 
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точным неприводимым регулярным альтернативным мо- 
дулем. | 
Доказательство. Ввиду леммы 12, нам остает- 
ся показать, что всякая примитивная альтернативная 
алгебра А обладает точным неприводимым регулярным 
альтернативным модулем. Пусть / — максимальный моду- 


лярный правый идеал алгебры А такой, что Ž = (0). 
Тогда А и I являются правыми регулярными альтернатив- 
ными А-модулями (относительно обычного умножения 
справа на элементы из Á), и таковым же является фактор- 
модуль М = A/I. Ввиду максимальности правого идеала 
I, модуль M неприводим. Если а Е А, то M-a = (0) тогда 
и только тогда, когда Аа <= Г, откуда по предложению 10.2 
Ker, (4) = (I:A) = Í = (0), и модуль М точен. Теорема 
доказана. 

Теперь мы можем доказать основной результат этой 
главы. 

Теорема 4 (Жевлаков, Слинько, Ше- 
стаков). Пусть А — альтернативная алгебра, $ (А) — 
ее радикал Жевлакова. Пусть, далее Pı — множество 
всеф неприводимых правых альтернативных представлений. 
алгебры А, P, — множество всех регулярных предстаз- 
лений из Pı. Гогда 


$ (4) = [| Ker, (4) = [| Ker, (А). 
ОЕР1 pEP2 


Доказательство. Пусть о EP}; тогда no лем- 
ме 12 и ее следствию Ker, (А) = Ko (4), и фактор-алгебра 
А/Кет, (А) примитивна. Значит, Ker, (А) является npu- 
митивным идеалом алгебры А. По теоремам 10.5 и 10.2 
радикал 9 (А) равен пересечению всех примитивных идеа- 
лов алгебры А. Таким образом, 


4 (А) = Ker, (А). 


Пусть теперь Г — примитивный идеал алгебры А. 


Алгебра А = A/I примитивна и по теореме 3 обладает 
точным неприводимым регулярным модулем М. Пусть 


ф: А > А — канонический гомоморфизм и р: А 


— Еп4х (М) — представление алгебры А, соответствую- 
mee модулю M. Тогда легко видеть (см. упражнение 3 
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к $1), что отображение фор: А — Endo (М) является 
регулярным неприводимым альтернативным представле- 
нием алгебры А; при этом Кегьь, (А) = Г. Мы доказали, 
что всякий примитивный идеал алгебры А является ядром 
некоторого неприводимого регулярного представления. 


Следовательно, 
[| Ker, (4) = # (4). 
‚ pPEP2 


Окончательно мы получаем | 
$ (А) = [| Ker, (4) = [| Ker, (4) =# (4), 
ОЕР1 pEP2 


откуда следует утверждение теоремы. 

Теорема доказана. 

Следствие. Следующие включения для альтерна- 
тивной алгебры А эквивалентны: 

1) 6% (А); 

2) REY (Ви (4); 

3) Ra ЕЯ (ли (А)). 

Для доказательства достаточно напомнить, что альтер- 
нативный А-модуль М (регулярный А-модуль M) является 
неприводимым тогда и только тогда, когда M — непри- 
водимый ассоциативный к (4А)-модуль (соответственно 
Rž (А)-модуль). 


Упражнения 


Регулярное представление p алгебры А вида 
R p 
р: A—> R? (4) —> Endo (М) 


назовем вполне регулярным. 
1. Доказать, что для любой альтернативной алгебры А 


$ (А)= ( \ Кего(4), 
ОЕРз 
где P3 — множество всех вполне регулярных представлений алгеб- 
ры А. 
2. Доказать, что включения а 6 % (А) и R, Е % (В (А)) экви- 
валентны. 


ЛИТЕРАТУРА 


Джекобсон [44, 46], Жевлаков [76], Маккриммон [148], Слинь- 
ко и Шестаков [244], Шестаков [273], Эйленберг [282]. 

Результаты о представлениях йордановых алгебр: Джекобсон 
[44, 47], Осборн [465]. 


ГЛАВА 12 


АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ С УСЛОВИЯМИ 
КОНЕЧНОСТИ 


Один из классических разделов теории алгебр — 
структурная теория алгебр с различными условиями ко- 
нечности. Первым крупным успехом этой теории и отправ- 
ной точкой для всех дальнейших исследований явились 
структурные теоремы Веддербёрна, описывающие строение 
конечномерных ассоциативных алгебр над произвольным 
полем. В дальнейшем наблюдалось две тенденции. Одна 
из них привела к отказу от ассоциативности и созданию 
Цорном и Шафером структурной теории конечномерных 
альтернативных алгебр. В рамках другой осуществлялся 
переход к бесконечномерным ассоциативным алгебрам 
и кольцам с различными условиями на структуру идеалов. 
Так, Артин распространил теоремы Веддербёрна на коль- 
ца с условиями максимальности и минимальности для пра- 
вых (левых) идеалов. Затем Нётер и Гопкинс показали, что 
для справедливости доказанных Артином теорем доста- 
точно одного условия минимальности. Эти результаты 
давно стали классическими и вошли в ряд монографий. 

В дальнейшем обе теории были объединены Жевла- 
ковым в одну единую теорию — теорию альтернативных 
алгебр с условием минимальности, включающую в каче- 
стве частных случаев теории Цорна — Шафера и Арти- 
на — Нётер — Гопкинса. В этой главе мы получим 
результаты Жевлакова, применив развитую в предыду- 
щих главах общую теорию. 


$ 1. Альтернативные алгебры с условием 
минимальности для двусторонних идеалов 


_ Пусть А — альтернативная алгебра, X и У — ее nog- 
алгебры. Введем обозначения: (X, У), =Х-У и (Х, У), += 
== (X, | У), у. 
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Лемма 1. Пусть В и Г — идеалы альтернативной 
алгебры А, удовлетворяющей условию минимальности для 
идеалов, содержащихся в В. Тогда существует такое 
число К, что 


(В, D, = BP. 
Доказательство. Рассмотрим цепочку идеалов 
Pal В: 


Все ее члены, начиная с некоторого, который мы обозна- 
чим через В’, равны между собой, т. е. | 


о: 


Пусть В’ Æ ВГ. Тогда множество идеалов {J}, удовлет- 
воряющих следующим трем условиям: 


а) J = B, 6) JI = J, в) Ла: ВР, 


непусто, так как B’ € {J}. В силу условия минимальности 
в этом множестве существует минимальный идеал С. 
Ввиду того, что CI = С, найдется такой элемент г Е Г, что 
Ст Œ ВГ. Зафиксируем этот элемент г и рассмотрим MHO- 
жество D = Cr + ВГ. Докажем, что D — идеал в А. 
Будем писать х = у, если x — уЕВГ. Пусть c ЕС, 
хЕГ, a€A. Тогда 
[(сх) а = — Цса) r] x + с [(2т) а + (ar) z] = 
= — [(са) г] х = [(са) z] г — (са) (zr + rz) = 
= [(са) xlr € Cr, 


т. е. (C rla S Cr + ВГ. Ho CI = C, и потому D — 
правый идеал B Á. 
Далее, для любых c ЕС, х, y El 


у (сх) у = — у (су) x] = — (усу) х + (у, су, x) = 


= — y [e (у2)] + (y, с, zy) = 0, 
поэтому | 


дет == 0, 


(тс) у + (ус) x = x (су) + y (cx) = 0. 
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Отсюда для всех c EC, <, уЕ Г, аЕА имеем 
а {[(су) z] г} = — а (су) r] 2} = 
= а (xr) (су)] — {la (су)] r} x — Ца2) r] (су) = 
= — a {y le (291 + {la (СУТ z} r + y {e Каз) rl} = 
= {la (су)] x} r € Cr. 


Так как (СГ) I = С, то а (Ст) = Cr + BP n D — левый 
идеал в А. 

Итак, D — идеал в А. В то же время Dr = BIP’. Cune- 
довательно, 0’ = D Q С C. Поэтому идеал О’ не содер- 
жится во множестве {J}. Из трех условий, характеризую- 
щих множество {J}, условия а) и в) выполнены для ШО’. 
Следовательно, D’ не удовлетворяет условию 6). Таким 
образом, имеем строго убывающую на первом шаге цепоч- 
ку идеалов 


Ее И o aee 


Начиная с некоторого места, в этой цепочке встречаются 
только равенства 
/ r 
И, Dr = aa 
Для идёала (D', Г)», выполнены условия а) и 6), но (D', Dp 
строго содержится в С, и потому условие в) для этого идеа- 
ла не имеет места, т. e. (D', Г), = BI’. А это, в частности, 


означает, что для любых 421, Lo, ..., Lp E | имеет место 


включение 
CR Ry ... В», = ВР. 


Но отсюда следует, что 

CRx, вы Rx, Rr = BIP, 
или, что TO же самое, 

Ст = (С, Dyr S BP. 


Полученное противоречие доказывает справедливость 
включения 
(В, Г), = BP. 
Лемма доказана. 
Следствие 1. В условиях леммы для любого нату- 
рального числа k существует такое число f (k), что 


(В, Ijin = BI®. 
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Доказательство. Утверждение леммы Í дает 
основание для индукции. Допустим, что для любой пары 


идеалов В и [ алгебры А, удовлетворяющей условиям 
леммы 1, существует зависящее от этой пары число 
f (k — 1) такое, что 


(В, у, p EBI, 


В частности, для некоторого числа f (k — 1) 
(В, Г)ль-ь = BI". 


Применив предположение индукции р раз, получим, что 
существует число g (р) такое, что 


(В, Г)» = (В, 1“) р. 


Если мы теперь применим лемму 1 к паре идеалов B 
и 1%, то. получим, что для некоторого числа t справед- 
ливы включения 


(В, Ги = (В, 1-5), = ВТ, 


а это значит, что в качестве f (К) можно взять число g (t). 
Следствие доказано. 

Следствие 2 (Слейтер). Если альтернатив- 
ная алгебра А удовлетворяет условию минимальности для 
идеалов, содержащихся в некотором ее идеале В, то для 
любого числа k существует число h (k) такое, что 


В < p; 


В частности, всякий разрешимый идеал В альтернативной 
алгебры А с условием минимальности, для идеалов, содержа- 
щихся в B, нильпотентен. 


Доказательство. В силу предыдущего след- 
ствия существует такое число f (k), что 


f(k)+1 
ВТ) Z (В, В) нь = BB® = В®, 
и так как в силу следствия теоремы 5.5 
B” < В"? | 


для любого числа п, то в качестве h (k) можно взять число 
(f (k) + 1)?. Следствие доказано. 
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Лемма 2. Пусть В — радикальный в смысле Андру- 
‚ накиевича идеал альтернативной алгебры А, удовлетворяю- 
щей условию минимальности для идеалов, содержащихся 
в В, и I — минимальный идеал алгебры А. Тогда BI = 
== [B = (0). 

Доказательство. Достаточно доказать лемму 
для случая, когда / <= В; в противном случае утверждение 
леммы тривиально. 

В силу наследственности радикала Андрунакиевича 
(следствие леммы 8.13) идеал / не может быть простой 
алгеброй, поэтому по теореме Жевлакова (8.10) 12 = (0). 
В этом случае С = Ann, (Г) =2(0). Пусть В Æ С или, что 
то же самое, В, = С ПВ = В. 

Рассмотрим фактор-алгебру А = А/В:. В алгебре А 
образ В идеала В отличен от нуля. Поэтому в нем содер- 
жится минимальный идеал D алгебры А. Те же соображе- 
ния, что и выше, показывают, что он тривиален: D? = 


= (0). Следовательно, его полный прообраз D удовлет- 
воряет соотношениям 


В=р-В,, О-В... 


Идеал ID содержится в I и отличен от нуля. Стало быть, 
[р = Г. Однако по nemme 1 существует такое число k, что 


Г = (1, О), = ID'S [В = [С = (0). 


Полученное противоречие доказывает, что IB = (0). Ana- 
логично, BI = (0). 

Лемма доказана. 

Напомним, что для идеала I альтернативной алгебры A 
через Р (Г) обозначается подмодуль, порожденный сово- 
купностью элементов вида iai, rae i Е Г, a € А+. Согласно 
следствию предложения 5.2 P (Г) — идеал алгебры А. 

Лемма 3. Пусть В — идеал альтернативной алгеб- 
ры А, удовлетворяющей условию минимальности, для идеа- 
лов, содержащихся в B. Тогда для некоторого числа т 
имеет место включение 


В" = P (В). 
Доказательство. Рассмотрим цепочку идеалов 


В > В?) >... > В 5 


19 K. A. Жевлаков и др, 
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Начиная с некоторого ее о встречаются одни только 
равенства: B™) = Binati) = ... Предположим, что 
В") ЧР (В). Тогда множество {J} идеалов J алгебры А, 
обладающих свойствами 


а) JSE В, 6) JB = J, в) Jœ P (B), 


непусто. Пусть идеал С — минимальный элемент в этом 
множестве. В силу 6) и в) для некоторого а Е В имеем Са Œ 
< P (В). Рассмотрим множество D = Са + P (В) и noxa- 
IKEM, что оно является идеалом в А. Будем писать z == у, 
если x — y E P (В). Легко видеть, что для любых x, y€ 
ЕВ, с ЕС, гЕЛ имеют место сравнения 


(cx) у = — (су) т, 
[(сх) r] у == — [(су) r] z. 
Поэтому 


[(сл) а] г == — [(са) xz] г = (са) r] x — (са) (x o r) = 

| == [(сх) г] а + [с (хог)] а Е Са. 
В силу 6) отсюда следует, что  — правый идеал алгебры 
А. Далее, в тех же обозначениях 


г [(с2) а] = — r la (с1)] = г [1 (са)] = 
—= — д |r (са)] + (хот) (са) = (са) (rx) — а [с (хог)] = 


= — [с (т4)] а + [с (тог)| а = [с (zr)l а Е Са. 
Так как СВ = С, отсюда вытекает, что D — левый идеал. 
Таким образом, D — идеал в А. Для идеала D справедли- 
во соотношение Да = P (В). Поэтому О’= D ПС => С. 
Следовательно, существует такое число k, что 


(р’, В), = P (В). 
Это означает, однако, что, для (любых В, ..., EB 
CRaRo, ... Ro, S P (B). 


Но отсюда следует, что 
CRo, а Ro, Но = Р (B), 


т.е. (С, В), а S P (В). Ввиду условия 6), это означает, что 
Ca = P (В). Полученное противоречие доказывает, что 
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Bn) = P (В). В силу следствия теоремы 5.5 мы имеем 


В"? <= P (B), что и требовалось доказать. 

Замечание. В случае алгебр над кольцом Ф, 
содержащим элемент 1/2, лемма 3 является излишней, 
так как по лемме 6.8 B* = P (В) даже в отсутствие усло- 
вия минимальности. Однако в общем случае без нее обой- 
тись нельзя. 

Теорема 1 (Жевлаков). Пусть В — идеал 
альтернативной алгебры А, удовлетворяющей условию 
минимальности для идеалов, содержащихся в B, и В = 
< A (А). Тогда В — нильпотентная алгебра. 

Доказательство. Рассмотрим следующую убы- 
вающую цепочку: 


вВ=>8В® 5... 5 В® 5 


Пусть k — такое целое число, что 


В — ВО... =В,. 
Если В’ = (0), то идеал В нильпотентен в силу след- 
ствия 2 леммы 1. Допустим, что В” Æ (0). Рассмотрим 


аннулятор Ann, (В”) и фактор-алгебру по нему А = 
= А/Апи: (В’). Так как В’ = В”, то В’ Æ Ann; (В') и В' 
имеет в А ненулевой образ В’. Пусть С — минимальный 


идеал алгебры А, содержащийся в В’, и С — его полный 
прообраз в алгебре А. Тогда СВ’ = (0), так как С > 
D Ann, (В’), но по nemme 2 CB’ S Ann, (В’), и потому 
(СВ’) В’ = (0). Однако в силу леммы 3 существует такое 
число $, что | 


СВ" = С.Р (В’) = (СВ’) B' = (0). 


Так как СВ’ -2 (0) и B' = B? =... = В", получили 
противоречие. 

Теорема доказана. 

Следствие 414 (Слейтер). Если В — локаль- 
но нильпотентный идеал альтернативной алгебры А, 
удовлетворяющей условию минимальности для идеалов, 
содержащихся в В, то этот идеал нильпотентен. 

Доказательство. Так как простых локально 
нильпотентных алгебр не существует (предложение 7.4), то 
локально нильпотентный радикал содержится в антипро- 
стом, что и доказывает следствие. 


ооо 


19% 
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Следствие 2. Пусть А — альтернативная алгеб- 
ра с условием минимальности для идеалов. Гогда ее радикал 
Андрунакиевича A (А) нильпотентен, а фактор-алгебра 
А/.- (А) есть подпрямая сумма конечного числа алгебр, 
каждая из которых является либо алгеброй Кэли — Дик- 
сона над своим центром, либо ассоциативной подпрямо 
неразложимой алгеброй с простой сердцевиной. 

Доказательство. Радикал Андрунакиевича 
A (А) нильпотентен в силу теоремы 1. В силу теоре- 
мы 9.14 он является пересечением всех В-идеалов алгебры 
А. Воспользовавшись условием минимальности, можно 
выбрать конечное число $-идеалов, которые в пересече- 
нии дают Æ (А). Для завершения доказательства остается 
сослаться теперь на теорему 8.12, описывающую струк- 
туру подпрямо неразложимых альтернативных алгебр 
с простой сердцевиной. 


$ 2. Альтернативные артиновы алгебры 


Алгебра называется артиновой (справа), если она удов- 
летворяет условию минимальности для правых идеалов. 

Теорема 2 (Жевлаков). Пусть В — квази- 
регулярный идеал альтернативной алгебры А, удовлетво- 
ряющей условию минимальности для правых идеалов, 
содержащихся в В. Гогда В нильпотентен. 

Доказательство. Если В < (А), то В 
нильпотентен по теореме 1. Пусть В Æ A (А). Тогда 
в „@-полупростой фактор-алгебре А = A/A (А) образ В 
идеала B не равен нулю. Пусть С — минимальный правый 
идеал алгебры А, содержащийся в В. В силу полупер- 
вичности алгебры А мы имеем СА Æ (0). Поэтому С 
является неприводимым правым альтернативным А-моду- 
лем. Радикал Жевлакова # (А) лежит в ядре каждого 
неприводимого А-модуля и, следовательно, С. (А) = (0). 
Так как С = 9 (А), имеем противоречие с полупервич- 
‚ ностью алгебры А. Теорема доказана. 

Теорема 3 (Жевлаков). Всякая альтернатив- 
ная полупервичная артинова алгебра А разложима в прямую 
сумму конечного числа своих минимальных идеалов А = 
= А Ф...ФА,, каждый из которых есть либо полная 
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матричная алгебра над некоторым телом, либо алгебра 
Кэли — Диксона над своим центром. Это разложение 
единственно с точностью до перестановки, слагаемых. 
Доказательство. Шо теореме 2 алгебра А 
является У-полупростой. Поэтому пересечение всех при- 
митивных идеалов в алгебре А равно нулю. В силу усло- 


вия минимальности можно найти конечное множество 
n 


Bı, ..., В, примитивных идеалов таких, что (В; =s 
i=1 
= (0) и C; = ГВ, Æ (0) для любого j =1, 2, ..., п. 
15] 


Как хорошо известно, примитивная ассоциативная арти- 
нова алгебра является простой, алгебра Кэли — Диксона 
также проста, поэтому в силу теоремы 10.1 фактор-алгеб- 
ры А/В; просты и идеалы В; максимальны. Поэтому В; + 
+ C; = А, откуда, ввиду того, что В; ПС; = (0), полу- 
чаем Á = В; Ф С;. Положим D, = B N ... N В... Пока- 


жем по индукции, что 
А=С, Ф ... ФС, ФП,. 


Для А = 1, как мы только что доказали, это верно. Пусть 
это верно для k = т. Рассмотрим идеал Dm. По второй 
теореме о гомоморфизмах мы имеем 


Dal Da N Bm+j = Dm + Bm+;/Bm+j = AIB m+j» 


где j = 1, 2,..., n— т. Следовательно, идеалы Dm A 
N Bm+; максимальны B Dm. Kpome того, 


ГП Dn N В») = ©). 


и никакое собственное подмножество не имеет нулевого 
пересечения. Следовательно, как и ранее, получаем 


Ви = Эта Ф п (Dm N Bm+j) = Dmr Ф Ст. 
j= 


Поэтому А = C ® ... © Cm Ф Dm1, и утверждение 
для К = т + 1 доказано. Значит, требуемое разложение 
в прямую сумму имеет место для всех k. В частности, для 
k = п получим 


А=С®Ф...ФС.. 
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Так как С; = А/В,, то С; есть простая артинова алгебра, 
т.е. либо полная матричная алгебра над некоторым телом, 
либо алгебра Кэли — Диксона. Легко видеть, что идеалы 
С; являются минимальными и что других минимальных 
идеалов в алгебре А нет. Отсюда следует ВлотВонНоСтЕ 
разложения. 

Теорема доказана. 

Теоремы 2 и 3 в совокупности дают представление 
о строении произвольной альтернативной артиновой 
алгебры. 

Следствие. Радикал У (А) альтернативной арти- 
новой алгебры А является ее наибольшим нильпотентным 
идеалом. Фактор-алгебра А!% (А) изоморфна конечной 
прямой сумме полных матричных алгебр над телами 
иТ'алгебр Кэли — Диксона. 

Приступим теперь к изучению ниль-подколец альтер- 
нативных артиновых алгебр. 

Предложение 1. Лусть В — ниль-подкольцо 
кольца А всех линейных преобразований конечномерного 
векторного пространства У над телом А. Тогда В nuni- 
потентно и в V можно выбрать базис, в котором все npe- 
образования из В нильтреугольны. 
№ Доказательство. Рассмотрим произвольный 
элемент b ЕВ и цепочку подпространств 


У Го 0). 


Ясно, что п < dima V, т. e. В—ниль-кольцо ограничен- 
ного индекса. „ Следовательно, В локально нильпотентно. 
Пусть U — подпространство в V с базисом {е1, 
..., €p}. Допустим, что UB = U. Тогда существуют эле- 

менты b;; € B такие, что 


k 
e; = ejbji» imle ki 
j=1 
Итерация этих соотношений приводит к противоречию 
с нильпотентностью подкольца В.о, порожденного эле- 
ментами 6, ;. 
Теперь очевидно, что цепочка подпространств 


Во д.. 
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является строго убывающей, и потому В” = (0) для п = 
= dima V. Выбирая базис в УВ"-!, дополняя его до бази- 
са VB”-? ит. д., мы получим базис пространства V, в KOTO- 
ром все преобразования из В нильтреугольны. Предложе- 
ние доказано. 

Предложение 2. Пусть В — ниль-подкольцо 
алгебры Кэли — Диксона С над полем Е. Гогда Е-подал- 
гебра D, порожденная множеством В, нильпотентна. 

Доказательство. Так как С квадратична над 
F, то индекс нильпотентности каждого элемента b E B 
равен двум: b? = 0. По следствию 2 теоремы 5.6 кольцо В 
локально нильпотентно. Ввиду того, что любой элемент 
из D есть конечная Ё-линейная комбинация элементов 
из В, алгебра D также локально нильпотентна. Однако 
она конечномерна и, следовательно, нильпотентна. Пред- 
ложение доказано. 

Теорема 4 (Жевлаков). Всякое ниль-под- 
кольцо альтернативной артиновой алгебры нильпотентно. 

Доказательство. Пусть А — альтернативная 
артинова алгебра, R — ее радикал, В — ниль-подкольцо 
в А. Рассмотрим фактор-алгебру А = A/R. По теореме 3 
она разлагается в прямую сумму своих минимальных 


идеалов А = A, ® ... ® A,. Пусть В — образ В в А 
И B, — проекции В на А;. Если А; ассоциативна, то А; 
изоморфна алгебре матриц AQ) над ‘некоторым телом А 
и в силу предложения 1 В; содержится в подалгебре Ca 
которая при некотором изоморфизме алгебры А; на A 


переходит в алгебру нильтреугольных матриц. Если А; — 
алгебра Кэли — Диксона, то через С; обозначим HAJD- 


потентную подалгебру, которую подкольцо В; в ней 
порождает. Пусть 


C=C Oe ФС, 


и С — полный прообраз С B A. Ясно, что С — ниль-под- 
кольцо и С > В. Так что достаточно доказать, что С 
нильпотентно. | 

Если R = (0), то С нильпотентно в силу предложений 1 
и 2, а также теоремы 3. Это дает нам основание для индук- 
ции по индексу нильпотентности радикала. Допустим, что 
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теорема верна, когда индекс нильпотентности радикала 
не превосходит  — 1. Пусть также R? = (0) и RP- = (0). 

При каноническом гомоморфизме А на А = a 
образ R радикала R, очевидно, будет радикалом алгебры 
А. Так как А*-1 = (0), образ. С подкольца С в А является 
нильпотентным. oyruni словами, существует такое нату- 
ральное число N, что 


СС. 


Обозначим R*-! N C через P. Так как правая нильтотент- 
ность и нильпотентность эквивалентны, то для нильпо- 
тентности подкольца С достаточно показать существова- 
ние такого натурального числа т, что 


(P, C)m = (0). = 


Обозначим через А; полный прообраз в А минималь- 
ного идеала А;, а через С; — полный прообраз С;. Заме- 
тим, что если x E A;, y E€ A; и} Æj, то ху Е В и для любо- 
го рЕР имеет место равенство 


PREsRy = —pR; Rx 
Поэтому существование чисел т; таких, что 
(Р, Ст, =: (0), 
влечет существование такого числа т, что 
(P, С)» = (0); 


достаточно положить т = т +... т... 

Докажем существование числа m. Рассмотрим два cny- 
чая: 1) А, — алгебра матриц над телом A; 2) А, — алгебра 
Кэли — Диксона над полем F. 

Пусть сначала А, = A. Тогда Сб, можно отождествить 
с алгеброй нильтреугольных матриц. Любой элемент 


x Е С. представляется в виде. 
z= > О; 1е:у, Œi; Е A. 
i<j 
Полный прообраз множества Л-е;; обозначим через Tij. 
Элементы, принадлежащие к одному множеству Tij, 
назовем однотипными, | 
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Пусть А. — алгебра Кэли — Диксона над полем F. 
Выберем в С, базис {e;, ..., €} следующим образом. 
Если t — индекс нильпотентности алгебры C4, то выби- 


раем сначала базис в C$-t, дополняем его до базиса С"-? 
и т. д. Полный прообраз множества Ё.е; обозначим через 
T. Элементы, принадлежащие к одному T;, назовем одно- 
типными. 

Отметим, что в каждом из случаев число типов конечно. 
Кроме того, для любых ти j имеем включения 


и = А, < R. (2) 
Лемма 4. Если элементы су, со, сз Е С: однотитны, 
то 
РВ Re Re, = (0). 
Доказательство. Без ограничения общности 
можно считать, что с; = d;c, где с — прообраз элемента 


е;; илие;, а 4; — прообраз элемента %;-1, где я; Е А или 
соответственно %; Е F. Очевидно, элементы d; таковы, что 


[с, ЕВ, (c, а, а) € R. (3) 
Пусть r € А*-1. Рассмотрим элемент (тс!) ca. В силу 
центрального тождества Муфанг, (2) и (3) имеем 
(гс1) ca = Ír (са,) lca = 
= — lce, (са,)] r + (тс) (dica) + (cac) (dir) = 
= (тс) (dica) = (тс) (са), 


где 4, — прообраз элемента ©,%.,.1. Обозначим теперь гс 
через г, и рассмотрим [т (с4)] сз. Аналогично предыду- 
щему, получим 


lr; (с@)]ез = (rc) (са). 
Но в силу (2) тс = (тс) с = гс? = 0 и, следовательно, 
rRe Re, Pe, = 0, 
что и доказывает лемму. 


Определим теперь для элементов из С, понятие веса. 
Весом р (с) элемента c ECN А назовем AALO OENE? число 


р такое, что смежный класс с + В лежит в С? и не лежит 
В Taa Элементам радикала R припишем Е вес, 
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Функция веса обладает следующим свойством: для любых 
с, с’Е С, имеет место неравенство 


р (сс’) > р (с) {р (с). (4) 


Весом слова w= R, -.- Rem будем называть число р (и) = 


и” p (c:). 


Однотипные элементы имеют один и тот же вес, поэтому 
мы можем говорить о весе типа. Упорядочим типы так, 
чтобы тип большего веса был больше. Введем теперь час- 


тичный порядок на элементах множества T = U fi 


(соответственно T = IT: Будем говорить, что с > с’, 
если тип элемента с больше типа элемента с”. Однотипные 
элементы будем считать несравнимыми. 


Слово w = Re, ... Rep, назовем правильным, если 
Dee”, i=4; oaa m 2) либо p (w) = со, либо с; < 
< Cty для каждого ЁЕ {1,..., т— 1} или Ci M Cipi 
несравнимы. 

Лемма 5. Всякое слово w = В Не, ... Rem с: E 


Е Ci, представимо в виде суммы правильных слов 


w= У w; 


так, что p (w;) > p (w). 

Доказательство. Очевидно, можно считать, 
ЧТо Ci, Со, ..., Ст E Г. Пуеть с; >> C41. Тогда представим 
слово w следующим образом: 


с 


wW = — Re ооо Re, Be, ооо Rep + Вс, e o o В. т т 
В первом слове с; и C444 стоят уже в нужном порядке, 
а вес второго в силу (4) не меньше веса первого, причем 
оно имеет меньше операторов. Доказательство леммы 
завершается очевидной индукцией. 

Закончим теперь доказательство теоремы. Пусть t — 
индекс нильпотентности подалгебры C} и п — количество 


типов. Тогда для любого правильного слова W веса более 
чем 2 (t — 1) n MB имеем 
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В силу леммы 5 это означает, что для M, = 2 (Е — 1)п 
(P, Сы, = (0). 


Итак, число т. найдено, а это, как мы видели, доказывает 
теорему. 


Упражнения 


1 (Жевлаков). Пусть А — альтернативная артинова алгеб- 
ра, С — ее правый идеал, В — подкольцо. Тогда, если для любого 
элемента b С В существует натуральное число п = п (b) такое, что 
bn ЕС, то и ВМ <= С для некоторого натурального числа N. 

Подмножество 5 алгебры А называется слабозамкнутой под- 
системой, если для любых а, b € S существует такой элемент 
у (а, b) € D, что ab + y (а, b) ba Е S. Подалгебра 5*, порожденная 
слабозамкнутой подсистемой 5, называется обертывающей алгеброй 
для S. 

2. Если 5 — слабозамкнутая ниль-подсистема алгебры Кэли — 
Диксона С и y (а, 6) == 1 для любых а, b E S, то обертывающая 
алгебра 5* этой подсистемы нильпотентна. Привести пример слабо- 
замкнутой ниль-подсистемы в С, обертывающая которой не является 
нильпотентной. 

3 (Марковичев). Пусть А — альтернативная артинова 
алгебра, S — ее слабозамкнутая ниль-подсистема такая, что 
y (а, b) == 1 ни для каких а, b E S. Тогда обертывающая алгебра 5* 
этой подсистемы нильпотентна. 

А (Марковичев). Радикал альтернативной артиновой 
алгебры совпадает с пересечением всех ее максимальных нильпо- 
тентных подалгебр. 


$ 3. Альтернативные алгебры с условием максималъности 


Альтернативная алгебра называется нётеровой (спра- 
ва), если она удовлетворяет условию максимальности для 
правых идеалов. Хорошо известна теорема Левицкого 
о том, что в ассоциативной нётеровой алгебре любой одно- 
сторонний ниль-идеал нильпотентен [252, стр. 40]. В этом 
параграфе мы докажем аналогичную теорему для альтер- 
нативных алгебр с одним небольшим ограничением на ха- 
рактеристику. 

Основные технические трудности вбирает в себя 

Лемма 6. Пусть А — альтернативная алгебра, В 
и I — ее идеалы, B? <= I и идеал Г нильпотентен. Тогда, 
если алгебра А удовлетворяет, условию максимальности для 
двусторонних идеалов, содержащихся в B, то В — Hupo- 
потентный идеал. | 
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Доказательство. Индукцией по k докажем 
существование такого числа f (k), что 


Pher. 


Лемма таким образом будет доказана, так как l” = (0) для 
некоторого п и, следовательно, В = (0). 

Основание для индукции имеется: f (1) = 2. Допустим, 
что число f (k) существует. Докажем существование числа 
f (k + 1). Предположим, что его не существует, и приве- 
дем это предположение к противоречию. 

Введем некоторые обозначения. Пусть Р — некоторый 
идеал в А. Положим _ 

Я, (P= EB | РЕГ 
Е; (P) = Eo (P, B);). 


Легко видеть, что E; (P) — идеалы в А. Идеал, на кото- 
ром стабилизируется возрастающая цепочка 


ев РЕ. Я, РЕ 


обозначим через E(P). 
Так как B® <= IË, то сделанное нами предположе- 
ние об отсутствии числа f (k + 1) влечет 


Е (I*) +B. 


Пусть Ё (C) — максимальный элемент множества идеалов 
{E (Ca) | С. = Г, Е (Ca) =В}. Рассматривая вместо С, 
если нужно, идеал (С, B); для подходящего i, мы можем 
считать, что 


О реа О 


Кроме того, взяв идеал С + 1*Н вместо С, мы можем 
еще дополнительно предполагать, что С > J+, l 

Пусть b € BN E (C). Тогда (CB) b œ 1"**. Рассмотрим 
множество D = (CB) b + 1**. Докажем, что D — идеал 
B Á. 

Будем писать и = v, если u — Е IF”. 

В силу правой альтернативности и тождества Муфанг 


для любых c ЕС, x, уЕВ иа А справедливы соотно- 
шения 


|| 


— (су) х, (5) 
— [(са) у] z. (6) 


(ст) у 
[(с2) у] а 
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Поэтому 
[(сх) b] а = — [(са) b] x == [(са) xz] b = (cx) b, 
где с, ЕС. Это доказывает, что D — правый идеал. Далее, 
а [(сх) В] = — а [(cb) z] = 
=а |(xb) c] — (ас) b] x — (ах) В] с = — (ас) b] х = 
= | (ac) xz] b = (c£) b, 


где с, ЕС. Это означает, что D — левый идеал B Á, T. e. 
идеал. 

Так как D = С, то E(D) > Е (С). Однако b E E (D), 
и потому E (D) == Е (С). Следовательно, E (D) = В. Это 
означает, что 


(D Bha n 
для некоторого q. Но тогда в силу (5) 
= 


что противоречит выбору элемента b. 

Лемма доказана. 

Теорема 5 (Жевлаков). Пусть А — альтер- 
нативная алгебра с условием максимальности для двусто- 
ронних идеалов. Тогда ее радикал Бэра B (А) нильпотен- 
тен. 

Доказательство. Пусть В — максимальный 
разрешимый идеал алгебры А. Так как фактор-алгебра 
А/В не имеет ненулевых тривиальных идеалов, то В = 
= % (А). Рассмотрим цепочку 


В = Во... 5 В® == (0). 


Ясно, что В"-№ — нильпотентный идеал. По лемме 6 мы 
можем теперь заключить, что идеал B-P также ниль- 
потентен. Применяя лемму 6 еще несколько раз, получим, 
что идеал В нильпотентен. 

Теорема доказана. 

Теорема 6 (Жевлаков. Пусть А — альтер- 
нативная нётерова алгебра над кольцом Ф, содержащим 
элемент 1/3. Тогда всякий ее односторонний ниль-идеал 
нильпотентен. 

Доказательство. Пусть В — односторонний 
ниль-идеал в А. Покажем, что В = Ø (А), и восполь- 
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зуемся теоремой 5. Фактор-алгебра A/B (А) есть подпря- 
мая сумма первичных альтернативных нётеровых алгебр, 
причем в силу ограничения на характеристику среди них 
нет исключительных первичных алгебр характеристики 3. 
Остальные же ненулевых односторонних ниль-идеалов 
иметь не могут. Следовательно, В = % (А), и теорема 
доказана. 


Упражнения 


1. Доказать, что в ассоциативном нётеровом кольце всякое 
ниль-подкольцо нильпотентно. 

Указание. Воспользоваться теоремами 4 и 5, а также 
теоремой Голди [252]. 

2. Пусть А — альтернативная нётерова алгебра над коль- 
цом Ф, содержащим 1/3. Тогда всякое ее ниль-подкольцо разре- 
шимо. Будет ли оно нильпотентным, неизвестно. 
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См. также литературу к главе 15. 


ГЛАВА 18 
СВОБОДНЫЕ АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ 


В теории любого многообразия алгебр важную роль 
играют свободные алгебры. Настоящая глава посвящена 
свободным альтернативным алгебрам. Сначала мы рас- 
смотрим многообразия, порожденные свободными конечно- 
порожденными альтернативными алгебрами. Затем мы 
покажем, что свободные альтернативные алгебры могут 
содержать ненулевые квазирегулярные и нильпотентные 
идеалы, и получим ряд характеризаций радикала Жевла- 
кова свободной альтернативной алгебры. Третья тема 
данной главы — это центры и подалгебры специального 
вида свободных альтернативных алгебр. 


$ 1. Тождеетва конечнопорожденных альтернативных 
алгебр 


Пусть W — некоторое многообразие Ф-алгебр. Обозна- 
чим через W, многообразие, порожденное 5\-свободной 
алгеброй Py lzi, ..., Zn] от п свободных порождающих. 
Идеал тождеств этого многообразия совпадает с идеалом 
тождеств алгебры Py [11,..., zn]. Как легко видеть, 
справедливы следующие включения: 


ЗУ: = с. =... УЖ = Же... =. 


Ясно также, что M = | WM,. Наименьшее значение п, 


n 
при котором Wea = W, называется базисным рангом MHO- 
гообразия W и обозначается через ra (W). Иначе говоря, 
гь (JR) — такое наименьшее число k, что каждая алгебра 
из W удовлетворяет всем тождествам, выполняющимся 
в )\-свободной алгебре от k свободных порождающих (или 
Nọ, если такого числа не существует). 
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По лемме 3.6 свободная ассоциативная алгебра от счет- 
ного множества порождающих вкладывается в свободную 
2-порожденную ассоциативную алгебру. Отсюда, oue- 
видно, следует, что ra (Ass) = 2, где Ass — многообразие 
ассоциативных алгебр. Аналогично из теоремы Ширшова 
(теорема 3.7) следует, что ra (SJord) = 2, где SJord — 
многообразие, порожденное всеми специальными йордано- 
выми алгебрами. Ширшов доказал также, что и для мно- 
гообразия Lie алгебр Ли r, (Lie) = 2. В 1958 г. он coop- 
мулировал вопрос о нахождении точного значения базис- 
ного ранга многообразия Alt альтернативных колец. 
Из теоремы Артина следует, что ra (АЦ) > 3. В 1963 г. 
Дорофеев доказал, что г, (Alt) > 4, ав 1977 г. Шестаков 
доказал, что ra (Alt) = х,. Таким образом, всякое KOHEN- 
нопорожденное альтернативное кольцо удовлетворяет неко- 
торому тождеству, не выполняющемуся в свободном аль- 
тернативном кольце от счетного множества порождающих. 
Доказательству этого результата и посвящен данный 
параграф. 

Пусть Sn — симметрическая группа п-й степени. Для 


всякого разбиения п = njij + na + ... + п» числа п 
рассмотрим в Śp подгруппы Sny? Sng» .. Эль» TAE бт, — 
группа всех подстановок множества из п; элементов 
{п + e e o F n;a t 4, ©. o eg hop awa + nja + nj}, 
j=1, 2,..., k. Ясно, что множество бт, PPE E 
= Sn, Sn, ... Snp Является подгруппой группы Sn. Через 


Ут, no., np МЫ обозначим какую-либо полную систему 
представителей левых смежных классов группы Sp по под- 
группе S$, n., np 


? 


Если f = f (z1, ..., Zn) — некоторый неассоциативный 
многочлен и о E Śp, то мы положим 
О 
{1 =| (ti 1 (oie t 


Определим в произвольной альтернативной алгебре 
по индукции счетное семейство кососимметрических функ- 
ций. Положим ] (21, £2, хз) = (51, хо, 13), и если уже опре- 


делена кососимметрическая функция {1 (11,..., Хж-1), TO 

fä (£4, s.. Lən+1) = 

Е b? (—41)ssn fna ((£1, T2, £3), Llsg +. 121--1)|о. 
3,2п-2 
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Заметим, что, ввиду  кососимметричности функций 
fn-1 (21, -.., Zan-1) и (Z1, до, 243), значение суммы в пра- 
вой части не зависит от выбора множества УЗ. В даль- 
нейшем мы в аналогичных ситуациях не будем специально 
оговаривать этот факт. Из определения видно, что функ- 
ция fn является кососимметрической функцией своих 
аргументов. 

Лемма 1. Бсякая альтернативная алгебра удовлет- 


воряет тождеству 


l; (zyz, yY, Ti, S e 53 Tana) = fn (т, уху, Lis e. Paneg) (1) 
Доказательство. Докажем вначале, что 

во всякой альтернативной алгебре верно тождество 
(r, S, xyz) = 4 (r, 5, у) T + {ху (т, S, 1)}, (2) 


где {xyz} = (ху: + (zy)x = x (yz) + z (yx). Пусть 
f (х, y, 2, t — функция Клейнфелда. Ввиду тождества 


Муфанг (г, $, x?) = то(г, $, x) и его линеаризации, по- 
лучаем 
(г, $, zyx) = — (г, $, 229) + (т, $, (xy) o z) = 
= (х?у, $, г) + хо (т, s, xy) + (zy) о (r, $, <) = 
= f (x°, у, s, г) + y lzo(z,s, Г) + (У, $, г) #-- 
+ хо (r, $, ху) + (ху) o (r, s, £). 


Далее, имеем 
f (22, у, $, г) = (læ, у], $, г) + (22, у, 65, r) = 
= (gə lz У], $, г) + то (х, у, [5, Г]) = 
= до (le; у], $, Г)--[х, У] о (х, $, г) Ех о (х, у, [5, Г]) = 
= до} (х, у, $, г) + [х, У| о (5, $, Г) = 
= до (£y, $, Г) — хо (y (xz, $, Г)) — то ((y, $, Г) x) + 
+ Iz, ylo (z, s, r). 


Подставив полученное выражение для f (£?, у, $, г) в пре- 
дыдущее равенство, мы получим (2). 

Будем доказывать равенство (1) индукцией по п. 
Справедливость основания индукции при п = 1 вытекает 
из тождества (7.17). Пусть уже доказано, что 


fai (zyx, У, Tise. Ton -3) —- 
= la-a (т, YTY, 11, ..., Хоп -з). (3) 


20 К, А, Жевлаков и др. 
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Линеаризуя это тождество по у, мы получим 
Ín- (zyz, 2, Tir e.s Lon -3) T 
+ fn-1 (1257, У, Lis -e 2-3) = 
= №-1 (1, {22}, Tı, oe. Zon-3). (4) 
Теперь по определению функции fn 
Ían (TYT, Y, Lis». - , E2n-1) = 
= >) (= q4)sen © [fn ((z1, TYT, У), Taze., Zən-1)l° — 


ea > (— 17° Нам ((х1, 22, У), ух, 13, ..., И + 


Е № j (= i [fn-1((21, T2, тут), У, бз, ..., в)” -|- 
ЗЕ 

га 2 i (—1)°87° [о ((71, Lo, £3), TYL, Y Lgs ...), лет) = 
УЗ onh 


= (x, у) — So (т, у оз (x, y) + Sa (x, y); 
при этом мы считаем, что 14° = x, уб = y. В силу (7.17) 
и (3) мы имеем 


Trä ((£1, TYT, y), 2 ++. Ton-1) = 
= — fn- ((х1, уху, £), 22:9 Roni; 


lii (fis Ta, £3), CYL, у, Egg ..-., Ton-1) =z 
= — i ((51, T2, £3), УТУ, т, Ти, ..., T2n-1)» 
откуда 


51 (2, У) + Sa (£, у) = —51 (Y, 2) — S, (Y, 2). 
Далее, согласно (4) и (2) получаем 
— [1-1 ((24, £2, Y), TYL, L3, .. 4, Loana) Fi 
+ fn- ((21, 22, TYL), Y, 13, ..., Zon-1) = 
= — fn-4 (2 (21, 22, Y) L, У, L3, -© , Lan) — 
— fn- ({YT (та, Lo, У)}, L, 23, ©. © 3 Zon-1) + 
+ fn- (2 (21, T2, Y) £, У, Lgs ... Фот) F 
+ fn- ({£Y (21, £2, 2)}, Y, L3, -+ © от) = 
= fna ({у2 (24, Zar У)}, Ty Zay eu atoni) T 
+ fn-1 ({TY (хи, то, 2)}, У, T3, +- © 3 Z2n-1)» 
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откуда 
—S, (2, у) + Ss (x, y) = Sa (У, 2) — Ss (Y, 2). 
Таким образом, 
fa (Ute U; бока (= 
= fa (1, YZY; Vis eaa Tans). 


Лемма доказана. 

Предложение \1 (Шестаков). Пусть А —аль- 
тернативная алгебра, М—некоторый Ф-модуль, и пусть 
отображение | для фиксированного натурального числа 


поставит в соответствие элементам а, ..., An Е А# 
некоторый подмодуль f(t, ..., а) = М, причем f 
удовлетворяет следующим условиям: 

а) f (ao), -..› aom) = f (а1, ...› аи) для любой ne- 


рестановки с Е Sn; 

6) 7 (0; а два = (0) 

B) 7 (1, Qis A2, >- @в-1) = (0); 

r) f (“а T Bob, Ais e. dn -1) = f (a, Aisee ln -1) E 
A-F (by äi e e anas Я РЕФ: 


д) f (aba, а1, ..., n -1) = f (a, Ч...) an ~1) af 
Di t say na 
Тогда для любых элементов Ai, ..., а EA имеет место 
включение 
i . . 
(ал, asss An) = Èi f UP. ..., и), (5) 
* t . 


где и) — всевозможные правильные ту-слова от некоторого 
фиксированного упорядоченного множества Х порождаю- 
щих алгебры А. Если, кроме того, отображение } удовле- 
творяет условию 


то для любых элементов а, ..., а, Е 
оне Bn) E A Рано) (6) 
1 р 
где rf) E€ X, u® — правильные г\-слова, не содержащие 
элементов 20, ..., L). 
Доказательство. Обозначим сумму всех подмо- 
дулей вида f (и, >.. Un), где Uj, ..., и, правильные 


`.-слова, через Mo. Ввиду условия г), для доказательства 
20* 
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включения (5) достаточно показать, что f (Vi, ..., Vn) S 
= М, для любых неассоциативных слов Vj, ..., Un 
от порождающих алгебры А. Будем доказывать 
это утверждение индукцией по числу т (Vi, ..., Un) = 


— У d (vi) + k (Vi, .. . Un), где k (Vis, ..., Un) — чиело 
i=1 


слов среди и, ..., Uns не являющихся правильными 
`!-словами. Очевидно основание индукции: т (и, ... 
... Vn) = п. Пусть теперь m (vj, .... Vn) > п. Если 
все и; являются правильными Г\-словами, то доказывать 
нечего. Пусть, например, слово и, не является правиль- 
ным 7\-словом. Тогда мы имеем согласно предложению 5.3 


vi = + (v1) +> &;a;b;a; -H Ži B; {a;b;a; }, 
р j 


где &; В; E D, ai, а;, а; —неассоциативные слова длины 
меньшей, чем Vı, 6;, 6; либо равны 1, либо также есть 
неассоциативные слова длины меньшей, чем Vj. Заметим 
теперь, что в силу условия г) справедлива следующая 
линеаризованная форма условия д): 


д) f ({абс}, а, e. an 1) = f (a, Ais e., dn -1) F 
T (Os lirs a ВЕ) TI Er ба ae Ara 


Согласно r), д), Д’) мы получаем 


f (vı, 05, ..., Vn) < f (w), 02, e.s Vn) +È f (li, Vas o.. Vn) + 
+ È f (bis Vas scure sVn) t 2 Í (a;, Ugye. TA 
+ (а, vos o Vn) + Ži f (bj, Var ++ -3 Vn), 


откуда по предположению индукции и ввиду условия в) 
имеем 


J (0 Банк В. E Л. 


Тем самым включение (5) доказано. 

Пусть теперь отображение } удовлетворяет условию е). 
Обозначим правую часть включения (6) через M. Нам 
достаточно показать, что f (Vi, ..., Vn) = М, для любых 
неассоциативных слов Vj, ..., Un от множества порож- 


$ 11 ТОЖДЕСТВА 309 


дающих X алгебры А. Докажем вначале, что 1 (71, ... 
...) Zna, V) = М, для любых элементов Lj, .... Ln €E 
€ X и для любого слова v. Проведем индукцию по d (v). 
Очевидно основание индукции: d (v) = 1. Пусть d (5) > 1. 
По доказанному выше без ограничения общности можно 
считать, что V является правильным т:-словом. Если v 
не содержит элементов Tı, >.. Zn-ı TO все доказано. 
Пусть, например, 5х, входит в V, и пусть и’ = vA} — 
слово, полученное вычеркиванием элемента Lı в слове V. 
По предложению 5.3 и ввиду условий г), д), д’) и пред- 
положения индукции мы тогда получаем 


T(t aea ta ТМ 


откуда ввиду условия €) и предположения индукции сле- 
дует, что 


т... тем. 


В общем случае мы проведем индукцию по числу т = 
n-i 

= У 4 (v;). Основанием индукции при Mm = n — 1 являет- 
1—1 

ся уже рассмотренный случай. Пусть, например, d (vi) > 

> 1, и = vyv]. В силу а), г) ие) мы получаем 


о Vor acis W) T ор: О. = 
= f (v; (vi H Vn) Gag Di Vai (vi E Vn) ai Uis U3, № = Va) = 
Ef (Wa Dr Vaat ел Par Ua esas Vr 
+F (Vi Vn Vi U3, >. e о) Va) == f (Vi; Ua, U3, EER 99 и.) T 
ыы 7 (и, Vo, U3, .. о) Vn) =j f (Vis Ua, 03, * #9 VUn), 
откуда по предположению индукции 
Е Vn) S Ma- 


Предложение доказано. 
Следствие. В условиях предложения 1, если алгеб- 
ра А обладает множеством порождающих из т элементов, 


то f (а1, ..., an) = (0) при п > 2" для любых элементов 
а, ..., ва EA. Если отображение f удовлетворяет 
и Условию e), то тогда } (а, ..., an) = (0) при п > 
>m +2. 


Доказательство. Как легко видеть, в данном 
случае в алгебре А существует всего не более 2” — 1 
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различных правильных 7!-слов от порождающих. Значит, 


при п > 2" среди любых правильных г,-слов Uj, ..., Un 
найдутся два одинаковых, и по условию Ő) мы получаем 
f (ui, ..., Un) = (0), откуда в силу (5) и] (Qi, ..., а.) = 
— (0) для любых элементов Qí, .. ., а, Е А. Аналогично 
из (6) следует второе утверждение следствия. 

Пусть Xm = {21, Zə, .... Zm} и Alt [Xm] — свобод- 


ная альтернативная алгебра от множества порождаю- 
щих Хи. 

Теорема 1 (Шестаков). Алгебра Alt [Xm] 
удовлетворяет тождеству 


Рота (Yis +.) Yomg) == 0. 
Доказательство. Рассмотрим отображение f, 
ставящее в соответствие произвольным элементам Mj, ... 
~ a,m алгебры Alt [Xm] следующий подмодуль Ф-мо- 


ги Alt [Xml]: 
f (a, ...3 am) = {Тот 1 (@4, e.. Am, y)|y EAlt [An 


Ввиду кососимметричности и полилинейности функции 
f,m-1, отображение f удовлетворяет условиям а), б), г) 


предложения 1. Кроме того, из определения функций fn 
легко следует, что fa (1, bi, ..., bon) =0 для любого п 
и любых элементов b, ..., bon Е Alt [Xm]. Следователь- 
но, отображение f удовлетворяет условию в) предложе- 
ния 1. Наконец, линеаризуя соотношение (1) по у, получим 
тождество 


Г, (хух, 5, 41, ..., Топ-1) = 
= f (т, {ух}, Сус. Мпа) F 
+ fn (У, TZL, Zi, -a Ти), 


откуда, ввиду кососимметричности функции 7›т-1, следует, 


что отображение f удовлетворяет и условию д). По след- 
ствию предложения 1 мы получаем, что f (а, ..., aom) = 


= (0) для любых элементов Mj, ..., a,m EIAlt [X n]. "Ho 
это эквивалентно справедливости в алгебре Alt [Xm] 
тождества | 

Тот а (Yis +++» Ут) = 0. 
Теорема доказана. 
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Лемма 2. Во всякой альтернативной разрешимой 
индекса 2 алгебре справедливо тождество 


la (Zis ...) Tanti) = 


= (п) > (= р: [(21, 22, £3) Rs, ... Rengi, 


где ф (п) = (п — 1)! (2n — 3)!!. 

Доказательство. Заметим прежде всего, что, 
ввиду соотношения Ryo R, = Reo, правая часть дока- 
зываемого равенства кососимметрична по переменным 
Ly, ..., Холл, И ПОЭТОМУ значение суммы в правой части 


не зависит от выбора множества УЗ”! о. Будем доказывать 
лемму индукцией по п. При п = 1 утверждение леммы оче- 
видно, так что основание для индукции имеется. Пусть 
уже доказано, что в альтернативной разрешимой индек- 
са 2 алгебре А верно соотношение 


Tni EZE e.g Zən-1) z 
= 0 (n—1) о (— 1577 "Elz, Tə, T3) Rx, SE Re T 
oEV3 on—4 


Тогда по определению функции f, для любых Lj, ... 
.. Zon+1ı Е А мы имеем 


fa (£4, e. %9 Zon+1) Е 
а 2 (— D i [fn-1 ((£1, T2, 73), Lys e e o9 ZE — 
ое" 
= ọọ (n— 1) 2 r (1 > (a 
ое" Sn- 2 СИЗ s 5 


X [(жа, №5, Le) В», на В, Ва, M ara if 


+pmn—=1) È (4m У (1a x 
О 3n- 2 СУ 2—4 


(#10 
p 


X [((24, 22, 23), La, £5) Re, ... Re nn 


при этом мы воспользовались тем, что (51, Zə, 23 = 


= (£i, Zə, х.)””*. Как легко’ видеть, каждое слагаемое 
первой суммы равно нулю, поэтому нам остается рассмот- 
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реть вторую сумму. Так как yR =0 и y(Rx° R) = 
= УА,.. = 0 для любого у Е Á?, то мы получаем 


> E > (ет 0! x 


=ð 
oEV3 21-2 EVS, 21-4 
х [((х1, 12, 13), fio 45) Ru aR 


a > (17 2 а Хх 


2п--1 = 
СЕУЗ, 2n-2 б:ЕУ>2, 21-4 
xX [(£1; T24 £a) Ry, RxPx, e. o R 


p 


Xon+ı 
S (2n — 2)! 
= Я (19.a 


2n+i 
СЕУЗ, 2n-2 


X [(z; T2, 23) Вх. e.. R ]° = 


Xən+1 


(2n — 2)! 5 e a [(24, то, £3) Ra; aR e. 


— 2) (n— 4)! Fən+ı 
ое” 2 
Так как ọ(n— ое = (п — 2)! (2n — 5)! x 


х (n — 1) (2n — 3) = (n — 1)! (2n — 3)!! = ọ (n), отсюда 
следует справедливость леммы. 

Следствие. Пусть в аддитивной группе кольца 
операторов Ф нет элементов порядка <2п — 1. Тогда 
в свободной альтернативной Ф-алгебре Alt [X;n+;ı] от 
порождающих Lj, Lo, ..., Жопа элемент fn (Li, Los ... 

.., Lon+1) отличен от, нуля. 

Доказательство. Пусть А — разрешимая ин- 
декса 2 алгебра над кольцом Ф из примера Дорофеева 
($ 6.2). По определению умножения в алгебре А и ввиду 


леммы 3 мы имеем ‘для элементов L, E4, ..., Con алгебры А 
[п (т, Ciz ..., ет) = 
= (®—1)! (2n — 3)!! 69 R | a 
а a a O aN ey 


=n! (2n — 1)!! хВ.В. ... Ron 520. 


Отсюда вытекает утверждение следствия. 
Обозначим через Altm (Ф) многообразие альтернатив- 
ных Ф-алгебр, порожденное свободной альтернативной 
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Ф-алгеброй Alt [Xm] от т порождающих, и через Alt, — 
многообразие альтернативных колец, порожденное сво- 
бодным альтернативным кольцом от M порождающих. 
Ясно, что Altm = АЦ (Z), где Z — кольцо целых чисел. 
Как легко видеть, справедлива следующая цепочка вклю- 
чений: 


Alt; (Ф) = Alt, (Ф) =... = Alt, (Ф) = (*) 


Первые три включения в этой цепочке являются строгими: 
строгость включений АЦ, (Ф) < Alt, (Ф) < АЦ. (D) вы- 
текает из теоремы Артина, а строгость включения 
Alt; (Ф) < Alt, (Ф) была установлена в работах Mopo- 
феева и Хумм и Клейнфелда. Ширшов поставил вопрос 
о том, стабилизируется ли цепочка (+) при Ф = Z на 
конечном шаге. Ответ на этот вопрос оказывается отрица- 
тельным. 

Теорема 2 (Шестаков). Пусть в аддитивной 
группе кольца Ф нет элементов конечного порядка. Тогда 
для любого натурального т включение АЙ (Ф) < 
T Alt m, ;, (D) является строгим. В частности, в этом 


случае цепочка многообразий (+) не стабилизируется ни 
на каком конечном шаге. 

Доказательство вытекает из теоремы 1 и след- 
ствия леммы 2. 

Полагая Ф = Z, мы получаем 

Следствие. т, (Alt) = xo. 

Остается открытым вопрос о том, могут ли в цепочке (») 
на некоторых местах быть равенства. 

Интересно также найти какие-либо системы определяю- 
щих тождеств многообразий Altm, т > 3. 

Рассмотрим теперь, как соотносятся понятия разре- 
шимости и нильпотентности в многообразиях АЙ» (P). 
Мы знаем (см. $ 6.2), что в многообразии всех альтерна- 
тивных Ф-алгебр эти понятия не эквивалентны: для любо- 
го кольца операторов Ф существует разрешимая альтер- 
нативная Ф-алгебра, не являющаяся нильпотентной. Oka- 
зывается, что в многообразиях АЙ» (Ф) ситуация суще- 
ственно меняется. 

Теорема 3 (Шестаков). Пусть Ф — поле 
характеристики 0. Тогда всякая разрешимая алгебра из 
многообразия Altm (D) нильпотентна. 
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Доказательство. Докажем вначале, что вся- 
кая разрешимая индекса 2 алгебра А из многообразия 
А» (D) нильпотентна. По теореме 1 и nemme 2 в алгеб- 
ре А выполнено тождество 


> CE L2, £3) Re ... В.Г =0 
27-1 5 


oEVo om_o 


Полагая здесь 1,т,.! = У:Уз, получим тождество 


Ух (DI Ye, ть 22) Вы, ... Re m]? =0; 
2 
IEVa om 2 


при этом мы считаем, что’ уб = yı, Y$ = у.. Tak как 
УВ». = 0 и у(В,о А,) = yYRxz = 0 для любого уЕА?, 
то наше тождество приводится к следующему виду: 


2" (2—1) уузВь, -o Ram = 0. 


Следовательно, алгебра А правонильпотентна индекса 
2" + 2. Ввиду следствия теоремы 5.5, мы получаем, что 
алгебра А нильпотентна индекса (2™ + 2)?. Пусть теперь 
Е — свободная алгебра в многообразии Altm (Ф) от cuer- 
ного множества порождающих. Из доказанного следует, 


что" F+ — pO, Пусть уже доказано, что для натураль- 
ного числа п > 2 существует число f(m, п) такое, что 
Е/т, Y < F™, Тогда для любой алгебры А Е АМ, (Ф) 
мы имеем А") = A™, В частности, _ (F2 m = 
<= (Р?)® = F”+D, Заметим, что по следствию 2 теоре- 
мы 1.3 многообразие Altm (Ф) является однородным. Io- 
вторяя теперь дословно рассуждения, приведенные при 
доказательстве леммы 8.8 (см. также упражнение 2 
к § 8.2), мы получаем, что в качестве f (т, n + 1) можно 
взять число [f (т, п)]?. По индукции заключаем, что 
числа f (т, п) существуют для любого натурального п, 
откуда следует эквивалентность разрешимости и нильпо- 
тентности в многообразии Altm (Ф). 

Теорема доказана. 

Следствие. Пусть А — конечнопорожденная anb- 
тернативная алгебра над полем характеристики 0. Тогда 
всякая разрешимая подалгебра алгебры А нильпотентна. 
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Заметим здесь же, что для йордановых алгебу анало- 
гичный результат не справедлив — разрешимая нениль- 
потентная специальная йорданова алгебра из примера 
Жевлакова ($ 4.1) по теореме 3.7 вложима в 2-порожден- 
ную йорданову алгебру. 


Упражнения 


1. Пусть M — многообразие ассоциативных алгебр над полем 
характеристики 2, определяемое тождеством 2? = 0. Доказать, 
что ть (M) = хо. 

A Пусть 1/2 Е Ф. Обозначим через Jord) многообразие йорда- 
новых разрешимых индекса 2 алгебр над Ф.' Доказать, что 
r, (Jord®) = мо. 

3 (Шестаков). Пусть J — конечномерная йЙорданова 
алгебра над полем характеристики 0. Доказать, что в многообразии 
Var (J), порожденном алгеброй J, всякая разрешимая алгебра 
нильпотентна. 

Указание. Достаточно доказать, что для всякой алгебры 
A`E Var (J) равенство (А3)3 = (0) влечет ее нильпотентность. 

4. Доказать, — для многообразия Jord всех йордановых 

алгебр r, (Jord) > 3 


$ 2. Радикалы и нильпотентные элементы 
свободных альтернативных алгебр 


В этом параграфе мы покажем, что, в отличие от сво- 
бодных ассоциативных или свободных неассоциативных 
алгебр, свободные альтернативные алгебры над областью 
целостности могут содержать ненулевые делители нуля 
и нильпотентные элементы. Множество всех нильпотент- 
ных элементов свободной альтернативной алгебры обра- 
зует в ней двусторонний идеал, совпадающий с радикалом 
Жевлакова. Мы приведем ряд характеризаций этого ради- 
кала и дадим некоторое описание фактор-алгебры по ради- 
калу. 

Ниже всюду Ф — произвольная область целостности 
с единицей 1; X = {z 15, ...}, Xn = (Topea B}. 
Напомним, что через D (А) обозначается, идеал алгебры A, 
порожденный всеми ее ассоциаторами. 

Лемма 3. Пусть W — произвольное однородное под- 
многообразие многообразия Alt всех альтернативных 
Ф-алгебр; Фу [Х] — свободная в многообразии W алгебра 


от множества порождающих X. Тогда % (Фу [Х]) 
является ниль-идеалом, т. e. Y (ФуХ]) = S (ФХ |. 
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Доказательство. Пусть {69 (Dm [X]), f= f (t1, .. 
... Zn). Положим | = f-£n+14, тогда р однороден степени 
1 по 1. и РГСУ (Фу [Х]). Пусть g— квазиобратный 


т 
элемент для f', g= У gi, где g; однороден степени i 
—0 
по 1+4. Мы имеем 


т т, 
+» #: ==> Га, 
1=0 1=0 
откуда, ввиду однородности многообразия W, 
80 = 0, та = 0 


и, далее, 
Ра =0, в: = Га, 1=2, т. 
Следовательно, g; = —(!”)*, откуда (Р yr — = o. Полагая 
теперь 2,-, = f в тождестве (}’)”* = 0, мы получим 

Ре — 0. Лемма доказана. 


Следствие“ 1. Пусть Ass [X] — свободная acco- 
циативная Ф-алгебра. Тогда Y (Ass [Х]) = (0). 

Действительно, алгебра Азз [Х] не содержит ненуле- 
вых нильпотентных элементов. 

Следствие 2 (Жевлаков). Радикал Keena- 
koea %4 (Alt [Х]) свободной альтернативной Ф-алгебры 
Alt [X] локально нильпотентен, т.е.’ % (Alt [XI = 
= £ (Alt [X]. 

Доказательство. Предположим, что 
y (Alt [X] < & (Alt [Х]). Тогда образ  радикала 
% (Alt [Х]) в фактор-алгебре А = Alt [Х]/Я (Alt [Х]) 
отличен от нуля. По теоремам 8.8 и 9.11 алгебра А есть 
подпрямая сумма первичных ассоциативных алгебр без 
локально нильпотентных идеалов и колец Кэли — Дик- 
cona. Так как % =Æ (0), то существует такое подпрямое 
слагаемое Aa, при гомоморфизме алгебры А на которое 
образ идеала У отличен от нуля. В силу следствия 1 
% (Alt [Х]) = D (Alt [Х]), поэтому % =D (А), и при 
любом гомоморфизме алгебры А на ассоциативную алгебру 


идеал 5 отображается в нуль. Остается рассмотреть слу- 
чай, когда соответствующее слагаемое Ág является KOND- 
цом| Кэли — Диксона. Ввиду леммы 3, % (Alt [Х]) — 


ниль-идеал, поэтому Я — ниль-идеал алгебры А, и при 
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гомоморфизме алгебры А на Ág идеал y должен перейти 
в ниль-идеал алгебры Ág. Но по следствию предложения 
9.3 кольцо Кэли — Диксона Аз ниль-полупросто, поэто- 


му при любом гомоморфизме алгебры А на А. идеал $ 
отображается в нуль. Полученное противоречие доказы- 
вает, что ‘$ = (0), т.е. 9 (Alt [Х]) = $ (Alt [X]). След- 
ствие доказано. 

Обозначим через С матричную алгебру Кэли — Дик- 
сона С (Ф) над основным кольцом операторов Ф и через 
T (С) — подмножество алгебры Alt [X], состоящее из. 
таких тождеств алгебры С, у которых все частичные линеа- 
ризации также являются тождествами в С. Если Ф беско- 
нечно, то по теореме 1.5 множество T (С) совпадает с ngea- 
лом всех тождеств алгебры С. В общем случае T (С) равно 
идеалу тождеств матричной Ф-алгебры Кэли — Диксона 
С (Ф,), где Ф, — произвольная бесконечная ассоциативно- 
коммутативная Ф-алгебра без делителей нуля; например, 
D, = Ф [1 — кольцо многочленов от переменной $. Таким 
образом, Г (С) — вполне характеристический идеал алгеб- 
ры Alt [X]. Заметим, что по теоремам 1.4 и 1.6 для любой 
ассоциативно-коммутативной Ф-алгебры K алгебра С (К) = 
= К ao С удовлетворяет всем тождествам из T (С). 

Теорема 4 (Шестаков, Слейтер. 
y (Alt [Х] = T (С) N D (Alt МХ}. 

Доказательство. Пусть f = f (ti, ..., Zn) € 
€ (АЦ [X]). По следствию 1 леммы 3 % (Азз [X j= (0), 
поэтому % (Alt [Х]) = D (Alt [Х]). Для доказательства 
того, что f € T (С), нам достаточно показать, что тожде- 
ство f справедливо в алгебре С, = С (Ф [t]). Пусть f = 0 
в C4, т. €. существуют такие элементы C4, Co, ..., Cn Е C; 
что f (с1, C2, ..., Cn) Æ 0. Ввиду конечной порожденности 
Ф-алгебры Cı, существует гомоморфизм ф алгебры Alt [X] 
на С, такой, что ф (x;) = с; для i = 1, 2,..., n. Так 
как по следствию 2 леммы 3 9 (Alt [X] = Æ (Alt [Х}, 
то мы имеем 


£ (C) = ọ (£ (Alt [X])) = 
= p (Я (Alt [Х])) 3 p (0) = fles, ..., Cn) #0, 


т.е. £ (Cı) Æ (0). Но алгебра С, является, как легко 
видеть, кольцом Кэли — Диксона, а по следствию предло- 
жения 9.3 всякое кольцо Кэли — Диксона ниль-полу- 
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просто. В частности, £ (Ci) = (0). Полученное противо- 
речие доказывает, что ]=0 в C, т.е. ЕТ (С) 
и 9 (Alt [X] = T (С) N D (Alt [X]). 

Пусть теперь f = f (21, ..., Zn) ЕТ (С) N D (Alt [Х]. 
Если f 69 (Alt [X]), то существует гомоморфизм ф алгеб- 
ры Alt [X] на некоторую примитивную алгебру А, при 
котором 


P (7 (11, ..., En)) = Í (P (21), -, P (20)) Æ 0. 


Так как D (А) > ф (D (АЦ [Х])) Э ф (f) = 0, то алгебра А 
неассоциативна. Следовательно, по теореме 10.1 A являет- 
ся алгеброй Кэли — Диксона над некоторым полем Р. 
Напомним, что А является также алгеброй над D, поэтому 
и центр F алгебры А является алгеброй над Ф. Если Fi — 
некоторое расширение поля А, то поле F, и Ё\-алгебру 
А, = Fi Qp А также можно очевидным образом рассмат- 
ривать как алгебры над Ф. Расширяя теперь, если необ- 
ходимо, поле F до его алгебраического замыкания, по 
следствию теоремы 2.6 и теореме 2.7 мы получим матрич- 
ную алгебру Кэли — Диксона С (F) над полем Ё\, в KOTO- 


рой f (с1,..., Cn) Æ О для некоторых элементов Cj,- .., С». 
8 

4 Gq ь м 

Пусть с; = 2 ое, где Qi EFi $ =1, 2,... п; 
J= 

1=1, 2,..., Ве, ..., g — матричные едини- 

цы Кэли — Диксона. Рассмотрим кольцо многочленов 

Ф Е, &=1,2,.... n; ]=1,2,..., 8, и матричную 


алгебру Кэли — Диксона С (Ф [t;;]). Существует romo- 
морфизм Ф- алгебр р: Ф [ел —Р,., при котором 1p (t;;) = 
= @;;. Пусть €i, ..., е. — матричные единицы Кэли — 
Диксона алгебры С (Ф [t;;]). Полагая 


8 8 
p (> A i PR ) ĉi, 


мы получаем продолжение гомоморфизма W% до гомомор- 


pagin Ф-алгебр 1: С (Ф [t;;]) — C (Fi). Пусть y; = 


-5 tijej, тогда ф(у) =c: и P (fUo -o Y) = 


= ет A ..., Cn) Æ 0. Отеюда следует, что и f(y... 
.. Yn) Æ 0. Напомним теперь, что, как было замечено 
ранее, алгебра С (Ф [1;;]) = Ф [1 Qo С удовлетворяет 
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всем тождествам из T (С). В частности, алгебра С (Ф [t;;]) 
удовлетворяет тождеству f. Полученное противоречие 
доказывает, что / 6% (АЦ [Х]), т.е. % (Alt [X] > 
> T (С) N D (Alt [Х]. 

Теорема доказана. 

Теорема 4 дает нам следующий критерий для опреде- 
ления принадлежности элемента f алгебры АЦ [X] ради- 
калу % (Alt [Х]). 

Следствие 1. Элемент f алгебры Alt [X] тогда 
и только тогда принадлежит радикалу $ (Alt [Х]), когда 
f вместе со всеми своими частичными линеаризациями обра- 
щается в нуль в свободной ассоциативной алгебре Азз [Х] 
и в алгебре Кэли — Диксона С. 

Следствие 2. Пусть | 6% (Alt [Х]). Тогда все 
частичные линеаризации элемента f также принадлежат 
$ (Alt [X]). 

В частности, # (Alt [X]) является однородным идеалом 
алгебры Alt [X], т.е. если / Е % (Alt [X]), то и всякая 

однородная компонента элемента f принадлежит Y (Alt [Х]). 

Сформулированный в следствии 1 критерий позволяет 
нам установить, что при некоторых ограничениях на 
кольцо Ф радикал 9 (АЦ [Х]) отличен от нуля. 

Следствие 3. Пусть в аддитивной группе кольца 
операторов Ф нет элементов порядка, меньшего 8. Тогда 


% (Alt [X]) = (0). 


Доказательство. Пусть fn (£i, ..., Zont) — 
кососимметрическая функция, определенная в $ 1. Ясно, 
что fn (£i, ..., Zən+1) ЕВ (Alt [X]) при всех п. С другой 


стороны, так как алгебра Кэли — Диксона С является 
В-мерным модулем над P, то всякая кососимметрическая 
полилинейная функция от п > 9 аргументов равна нулю 
на С. В частности, fn (£i; ..., Zoan+1) E T (С) upa n > 4. 
По следствию леммы 2 мы теперь получаем, что 0 52 
5 fy (т 29) Е T (С) N D (Alt [Х] = 4 (АК [X]), 
т.е. F {Alt [X J) Æ (0). Следствие доказано. 

В частности, в свободном альтернативном кольце от 
девяти и более порождающих есть ненулевые нильпотент- 
ные элементы. 

Замечание. На самом деле % (Alt [X]) = (0) при 
любом кольце операторов Ф. Например, ввиду следствия 
леммы 2.8, легко видеть, что элементы k = ([х, yl’, г, $) 
и К, = (lx, У]о[2, tl, г, $) принадлежат 97 (Alt [X]). 
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В то же время для любого кольца Ф существуют альтер- 
нативные Ф-алгебры, в которых k Æ 0, k, Æ 0; соответ- 
ствующий пример для элемента А, построил в 1963 г. 
Дорофеев, а для элемента k — в 1967 г. Хумм и Клейн- 
фелд. Следовательно, элементы k и kı отличны от нуля 
в Alt [X]. Так как элемент k зависит лишь от четырех nepe- 
менных, то ненулевые нильпотентные элементы содержат- 
ся уже в свободных альтернативных кольцах от четырех 
(и более) порождающих. Отметим также, что, как показал 
Шестаков, элемент А является абсолютным делителем нуля 
в АЦ [X]. 

Лемма 4. Пусть KIX] = Alt [Х]/Т (С). Тогда 
алгебра K [X] не содержит делителей нуля. 

Доказательство. Пусть fi, fa Е Alt [X] u fifa Е 
ЕТ (С). Нам нужно показать, что тогда либо fE T (С), 
либо f ЕТ (С). Пусть Ф’— поле частных кольца Ф. 
По теореме 2.8 существуют бесконечное расширение F 
поля Ф’и алгебра Кэли — Диксона А над F, являющаяся 
телом. Пусть РЁ, —алгебраическое замыкание поля F; 
тогда алгебра А, = Fi Qp А является матричной алгеб- 
рой Кэли — Диксона над F, откуда А, = С (Ё\) = 
= Fi o С. Всякий элемент из ТГ(С) является TOX- 
деством алгебры 4., а следовательно, и алгебры А. 
В частности, в алгебре А справедливо тождество 


Я (zis .... Zn): fo (ti, ... Zn) = 0. А так Kak B А нет 
делителей нуля, то для любых элементов Qj, ... An EA 
либо fy (dys ..., a) = 0, либо fa (а, ..., а) = 0. Пусть 


теперь J; и I, — идеалы алгебры АЦ [X], порожденные 
соответственно элементами fı и fə. Тогда в алгебре А 
справедливы все тождества вида f-g = 0, где fEl, 
g С Г., причем в силу бесконечности поля F все эти TOW- 
дества остаются справедливыми в алгебре F Qp А для 
любого расширения А’ поля F. Пусть F’ = F [t;;], i = 
=1,..., п; ] =1,..., 8; тогда рассмотрим в алгебре 
А’= Е’ Qp А элементы 


8 
s l 
y= à ty (18e;), =, 2A e... R, 
J= 
где ĉj, s, ..., €g — некоторый базис алгебры А над F. 


Пусть /1 и Г. — идеалы алгебры А’, порожденные соот- 
ветственно элементами fı (у, .... Yn) и fə (Yis <- И). 
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Тогда по доказанному выше мы имеем -J = (0). Но 
алгебра А’ является кольцом Кэли — Диксона, поэтому 


А’ первична и либо I, = (0), либо Г, = (0). Следователь- 


но, либо Л (Yis ... Yn) = 0, либо fa (и, ..., Yn) = 0. 

Допустим, что (и, --- Yn) =0, и пусть а; = 

= J Qie; 1=1, .... п,— произвольные элементы 
—1 


алгебры А. Рассмотрев специализацию &; > @;;, как 
и при доказательстве теоремы 4, мы получим гомоморфизм 
ф: A” — A, для которого ф (у;) = а;. Но тогда fi (а1, ... 
<- an) = P (fi (Yis ..., Yn)) = 0, откуда в силу произ- 
вольности элементов а; следует, что алгебра А удовлетво- 
ряет тождеству fı. Ввиду бесконечности поля А, тожде- 
ству fı удовлетворяет и алгебра А, = С (Fi), где Fi — 
алгебраическое замыкание поля F. Более того, так как 
Fi бесконечно, то все частичные линеаризации элемента fy 
также обращаются в нуль в алгебре А.. Так как С = 4, 
отсюда следует, что f Е T (С). Лемма доказана. 

Следствие 1. Пусть К [X,] = Alt [X (АХ, A 
N 7 (С)). Гогда алгебра K [Х,| не содержит делителей 
нуля. 

Алгебру S с множеством порождающих У мы будем 
называть свободным кольцом Кэли — Диксона, если S 
является кольцом Кэли — Диксона, и для всякой алгеб- 
ры А, являющейся кольцом Кэли — Диксона, любое 
отображение множества У в А можно продолжить един- 
ственным образом до гомоморфизма алгебры 5 в А. 

Следствие 2. Пусть сага (У) > 3. Тогда алгебра 
К [Y] является свободным кольцом Кэли — Диксона от 
множества порождающих У. 

Доказательство. Так как алгебра К [У] не 
имеет делителей нуля и неассоциативна, то по теоре- 
ме 9.9 К [Y] является кольцом Кэли — Диксона. Кроме 
того, как легко видеть, К [У] является свободной алгеб- 
рой от множества порождающих У в многообразии Ф-ал- 
гебр Уаг (С), порожденном матричной алгеброй Кэли — 
Диксона С. Для завершения доказательства достаточно 
теперь показать, что всякая алгебра А, являющаяся коль- 
цом Kənan —Диксона, удовлетворяет всем тождествам из 
T (С). Пусть @—центр алгебры А и й,— поле частных коль- 
ца Z; (тогда Z ий, являются алгебрами над Ф, и алгебра 


21 К, А. Жевлаков и др, 
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Кэли — Диксона А, = (2*)" А над полем 0, является 
также и алгеброй над Ф. Рассуждая далее, как во второй 
половине доказательства теоремы 4, мы получим, что 
Ф-алгебра А, удовлетворяет всем тождествам из T (C). 
Так как А = Á, то тем самым все доказано. 

Лемма 5. Алгебра К [X] не содержит ненулевых 
квазирегулярных элементов. 

Доказательство. Так как T (С) — однород- 
ный идеал алгебры Alt [X], то в алгебре К [X] имеют 
смысл понятия степени многочлена, однородного много- 
члена, и т. д. Пусть f — квазирегулярный элемент алгеб- 
ры К [X] и g — квазиобратный элемент для f; тогда 


ЕВ =: e o (7 
Если f = 0, тои g Æ 0, и мы имеем. 


I= A Г», g= в» в 52 0, fm ÆU, 


где через fp и gp обозначены суммы всех одночленов CTE- 
пени А, входящих соответственно в многочлены f и g. 
Сравнивая члены одинаковых степеней в равенстве (7), 
получаем },2„ = 0, откуда в силу отсутствия делителей. 
нуля в алгебре К [X] либо fa = 0, либо gm = 0. Полу- 
ченное противоречие доказывает, что f = 0. Лемма moka- 
зана. ее 
Следствие. % (KIX) = (0). 
Докажем теперь следующий результат. 
Теорема 5 (Шестаков, Слейтер). Ради- 
кал Жевлакова % (АЦ [Х]) свободной альтернативной. 
алгебры Alt [X] совпадает с совокупностью ecex нильпо- 
тентных элементов алгебры Alt [X]. Фактор-алгебра 
Alt [X] = Alt [Х]/4 (Alt [XI изоморфна подпрямой сум- 
ме свободной ассоциативной алгебры Азз [Х] и свободного 
кольца Кэли — Диксона K [X]. - | 
Доказательство. Докажем вначале вторую 
половину теоремы. В силу теоремы 4 алгебра Alt [X] 
изоморфна подпрямой сумме алгебр Alt [X]/D(Alt [X] 
и К [X] = Alt [Х|7 (С). Ясно, что Alt [ХУБ(АН [Х]) = 
œ Ass [X]. С другой стороны, по следствию 2. леммы 4 
K [X] — свободное кольцо Кэли — Диксона. | 
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Так как по лемме 3 9(АЦ[Х]) — ниль-идеал, для за- 
вершения доказательства достаточно показать, что в алгеб- 
ре Alt [X] нет нильпотентных элементов. Но это следует 
из уже доказанной второй половины теоремы, так как 
в алгебрах Ass [X] и К [X] нильпотентных элемен- 
тов нет. | 

Теорема доказана. 

_ Следствие. Y (АХ, | = 4# (АХ) ПАК [Xn] = 
= T (C) N D (Alt [X,]). 
оказательство. Заметим прежде всего, что 
y (Alt [Х] ПАК [Х,)— ниль-идеал алгебры Alt [X]; 
ее % (Alt [%]) N Alt [X] = % (Alt LX, 1). Для до- 
казательства включения 4 (Alt [Xn n) = Y (Alt [A [X]) до- 
статочно показать, © WTO  ġaxrop-axreőpa Alt [X] = 
= Alt [ХУЙ (Alt [X]) не содержит ненулевых квазирегу- 
лярных элементов. По теореме 5 алгебра Alt [X] изоморф-. 
на подпрямой сумме алгебр Аз; [Х] и K[X], каждая 
из которых не содержит ненулевых квазирегулярных эле- 
ментов. (доказательство леммы 5 дословно подходит и для 
алгебры Ass [Х]). Следовательно, этому же свойству удо- 
влетворяет и алгебра Alt [X], и мы имеем % (Alt [Х„]) = 
<= 9 (АЦ [Х]), что доказывает первое из требуемых 
‘равенств. Второе равенство следует из теоремы 5 и равен- 
ства D (Alt [Х„]) = D (Alt [X]) N Alt [X]. Следствие go- 
казано. 

Из доказанного следствия и следствий 1 и 2 леммы 4 
вытекает, что результаты, аналогичные теоремам 4 и 5, 
справедливы и для конечнопорожденной свободной AJN- 
тернативной алгебры Alt [Х„| (при n < 2 они тривиаль- 
ны). В частности, замечание, пре НОВ после. след- 
ствия 3 теоремы 4, показывает, что $ (Alt [X,]) Æ (0) при 
n > 4. С другой стороны, по EA Артина Alt [X] = 
= Ass [X„] при n <2, поэтому $ (Alt [Х„]) = (0) при 
E о. Остается открытым вопрос о справедливости равен- 
ства (АЦ [Х.) = (0). По доказанному выше этот BO- 
прос эквивалентен вопросу о наличии в алгебре Alt [X;] 
ненулевых нильпотентных элементов. Заметим, что из 
упражнения 6 k § 7.1 следует, что алгебра АИ [Хз] содер- 
жит ненулевые делители нуля. Более того, как мы увидим 
в следующем параграфе, алгебра АЦ [Х.] не является 
первичной. 


21* 
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В заключение этого параграфа мы получим еще одну 
характеризацию радикала Жевлакова % (Alt [Х„]) свобод- 
ной конечнопорожденной ’альтернативной алгебры Alt [X]. 

Нам понадобится следующая 

Лемма 6. Всякий элемент из алгебры правых умно- 
жений В (Alt [Х]) алгебры Alt [X] есть линейная комби- 
нация элементов вида 


В.Ви, ...ВшВ,, (8) 


где x — произвольный элемент алгебры Alt [X], и, Ugs... 
.... Un — попарно различные правильные т1-слова от MHO- 
жества X; при этом операторы Ru, Ru, ..., Run 
могут и отсутствовать. 

Доказательство. Пусть Г, — подмодуль Ф-мо- 
ayia R (АЦ [Х]), порожденный множеством элементов 
вида RaRo, ... Ва, где а; Е Alt [X]; тогда В (Alt [Х]) = 
— У Г. Обозначим через Jp подмодуль Ф-модуля Ip, 

n=i 


порожденный всеми элементами вида (8), лежащими 
со 


в Г.. Нам нужно доказать, что R (АЦ [Х]) = > /„. Так 


как Г, = Jj, для этого достаточно установить, что для 
любого п>0 


Ра = Jati Ea pa Гь. (9) 


Рассмотрим фактор-модуль В, +. =А (Alt [Х]/ Pa I, и Ka- 


нонический гомоморфизм n: R (Alt [X]) SR Для лю- 


бых элементов а1,..., An Е Alt [X] мы положим 
(а... an) = {7 (Ra, ... В.В.) | x € Alt [Х]}. 
Легко видеть, что f (i, ..., An) — подмодуль Ф-модуля 
n (n+); при этом 
м (Ил) = >, EO TERETE, 
а:,..., anEAltLX] 


Следовательно, для доказательства включения (9) нам 


достаточно установить, что f (Qi, ..., An) ST (Jn+1) для 
любых а,.... а ‚Е Alt [X]. Покажем, что отображе- 
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ние f удовлетворяет условиям а) — д) предложения 1. 
Ввиду тождества правой альтернативности, мы имеем 


Вх = В», 
Ао Ry а Ву, 
откуда следует, что f удовлетворяет условиям а) и 6). 


Условия в) и г) очевидны. Наконец, из соотношения (7.18) 
мы получаем 


А, — RR yty —- Вх (mod l), 


откуда следует, что f удовлетворяет и условию д). По 


предложению Í мы теперь получаем, что f (Qi, ..., а.) = 
= n (Л, +1). Лемма доказана. 
Следствие.  Bcakuŭ элемент из алгебры 


В (Alt [Xm]) есть линейная комбинация элементов вида 
(8), где п < 2". 

Действительно, в этом случае по следствию предложе- 
ния 1 л (I) = (0) при п > 2", поэтому R (Alt [Х п) = 


в—1 

Теорема 6 (Шестаков). Всякий элемент | Е 
Е Y (Alt [Х 1) порождает в алгебре Alt [X m] правый nun- 
идеал ограниченного индекса. 

Доказательство. Обозначим правый идеал, 
порожденный элементом f, через Л. Тогда Л = f + J), 
где Jı = {W | W E R (Alt [Х 1}. Так как J? = Ji, то 
нам достаточно показать, что правый идеал Jı является 
ниль-идеалом ограниченного индекса. Пусть и1, ..., Ик 
некоторый упорядоченный набор различных правильных 
’.-слов из Alt [Xm]. Сопоставим каждому такому набору 
порождающий £j, отличный от Tı, .. ., Zm, так, чтобы 
разным наборам соответствовали разные порождающие, 
и положим 


F (Uy; Но ан, Up) ТАЙ... Пи,Вх,, 
Е, . . . 
F= У X F(u, u$, .... и, 
k=0 i 
PAO- а и? — произвольные попарно различные 
правильные т:-слова от элементов Tj, ..., Хи. В силу 


следствия леммы Ô всякий элемент идеала Л, является 
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образом элемента А при подходящем эндоморфизме алгеб- 
ры Alt [X]. Так как по следствию теоремы 5%(А К [Xn] = 
<= % (Alt [Х]), то ГЕ% (Alt [Х]), откуда следует, что 
и РЕУ (АК [Х]), поэтому элемент F нильпотентен. 
Пусть F” = 0, тогда Л, является ниль-алгеброй индек- 
са п, а J — ниль-алгеброй индекса 2n. Теорема доказана. 

Следствие 1. Радикал Жевлакова % (Alt [Xm]) 
алгебры Alt [Xm] равен сумме всех правых ниль-идеалов 
ограниченного индекса алгебры Alt [Xm]. 

В случае, когда Ф — поле характеристики 0, справед- 
ливо более сильное утверждение. 


Следствие 2. Радикал Жевлакова ВОО конеч- 
нопорожденной альтернативной алгебры над полем rapak- 
теристики 0 равен ыы всех разрешимых правых идеалов 
этой алгебры. 

Действительно, по теореме 'Жевлакова (теорема 6.2) 
всякая альтернативная ниль-алгебра ограниченного индек- 
са над полем характеристики 0 разрешима. 

` Перейдем теперь к двусторонним идеалам. 
=> Ниже всюду А — альтернативная алгебра, I — upa- 
вый идеал алгебры А и Г = А\Т — двусторонний идеал 
алгебры А, порожденный множеством I. Kak и в главе 12, 
для подалгебр В, С алгебры А мы положим (В, С). = BC, 
(ВСВ, Oh ‚С. Если B+4+I=C+I, то мы 
будем писать В == С; аналогично, если а, БЕАиа-— Е 
Е Г, то будем писать а == 6. Заметим, что если а = b, то 
ax == bx для любого z E Å. | | 

Лемма 7. Пусть v(t, ..., Zn) — произвольный 
полилинейный одночлен степени п и v (I) — подмодуль 
Ф-модуля А, порожденный значениями и (Yi, ..., Yn), где 
кая A Е I. Тогда для любой подалгебры С алгебры А 


Cv (Г) == (С, Г. 


Доказательство. Проведем индукцию по сте- 
пени и одночлена V. Очевидно основание индукции: п = 1. 
Пусть теперь n > 1, тогда и = ViVa, где а (1) = m, 
d (Va) = no, п <N, и мы имеем по предположению 
индукции 
Cw (Г) = Са (Г) (D) = 

= (Сь,"(1)) va (T) + (С, vi (Z), в. (Г) == 
= ((С, Dns Г), (в (7), С, va (1)) = (С, Г». 
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Те же рассуждения, проведенные в обратном порядке, 
показывают, что (С, Г), = Cv (Г) + Г. Лемма доказана. 
Следствие. А.[ =A”, 
Лемма 8. 1"? = АР + Г. 
Доказательство. Проведем вновь индукцию 


по п. Очевидно основание индукции: п = 1. Пусть уже 
доказано, что 


1-Е АРТ. 

Тогда. мы имеем 
р] = (AI"- "ЕЛ (АН = 1 (АГ ) (41). 
Рассмотрим — 
(AT) (АТ) = (АГ *.А*) 1+ (АГ А, He 

OS (AITA IHI, АГ", A”) = (AI! . 4) I. 
По лемме 7 получаем _ | 

АРА (А, Ри (4, Ги-а-1 = (AIP) 1, 
откуда 
АГ"-1. А = (АГ. Г) А = АГ? ТАЙ 

НА” LASSA ГЕ АГ АГ. 

Следовательно, 
(АГ N) (4*0 = (АР i AHIS AI i +I S АГ. 


Лемма. доказана. 
Предложение 2, И Г — правый peni аль- 
тернативной,` ‘алгебры А, разрешимый индекса п. Гогда 


двусторонний идеал. 7 является разрешимым индекса. < 3n. 
Доказательство. По nemme 8. и следствию 
леммы T получаем 


1497) = АТ" Те АТ Í; 
Теперь по следствию. теоремы 9.9 имеем _ 


д 2 доп 
2e) 1 ecl, 


328 СВОБОДНЫЕ АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ [DJL 13 


откуда 


92N 


1 el 


и далее 
[Ow S (1m = [о 2 (0). 


Предложение доказано. 

Из следствия 2 теоремы 6, предложения 2 и следствия 
теоремы 3 вытекает 

Теорема 7 (Шестаков). Радикал Жевлакова 
свободной конечнопорожденной альтернативной алгебры 
над полем характеристики 0 равен сумме всех двусторон- 
них нильпотентных идеалов этой алгебры. 

Следствие. В свободной конечнопорожденной anb- 
тернативной алгебре над полем характеристики 0 всякий 
нильпотентный элемент порождает нильпотентный идеал. 

В заключение этого параграфа сформулируем еще 
несколько открытых вопросов. 

1. Найти базис тождеств матричной алгебры Кэли — 
Диксона С. 

2. Описать % (Alt [Х]) как вполне характеристический 
идеал. | 

3. Является ли идеал Y% (Alt [Х„]) нильпотентным? 


$ 3. Центры альтернативных алгебр 


Одним из важных направлений в изучении свободных 
альтернативных алгебр является изучение центров этих 
алгебр. Нам уже известен ряд ненулевых элементов из 
ассоциативного центра Nat свободной альтернативной 
алгебры Alt [X] (см. $ 7.2). В этом параграфе мы докажем, 
что и центр Zay алгебры Alt [X] отличен от нуля. Мы 
продолжим также исследование вопроса о совпадении 
в альтернативной алгебре А центров N (А) и Z (А), upo- 
веденное ранее для простых и первичных алгебр, и дока- 
жем, что если 1/2 Е Ф, то М (А) = Z (А) во всякой чисто 
альтернативной алгебре А. Наконец, мы докажем, что 
различные центры свободной алгебры произвольного одно- 
родного многообразия являются вполне характеристиче- 
скими подмножествами (т.е. выдерживают все эндомор- 
физмы этой алгебры). 
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Ниже всюду Ф — произвольное ассоциативно-комму- 
тативное кольцо с единицей 1, А — альтернативная 
Ф-алгебра, N = М (4), = Z(A), D =D (А), U = 
= U (А). Напомним, что через ZN (А) обозначается идеал 
алгебры А, порожденный множеством [М№, А]. По лем- 
ме 7.4 ZN (А) = М, А] А® = А*[М, A]. 

Лемма 9. Пусть пЕМ, а, b,c, d € A. Тогда ane- 


мент [п, а] (6, с, 4) является кососимметрической функ- 
цией элементов а, b, с, d. 
Доказательство. Ввиду кососимметричности 


ассоциатора, нам достаточно доказать, что для любых 
а, 6, сЕА 


[п, а] (а, b, с) = 0. 


Согласно следствиям 1 и 2 леммы 7.3 и соотношению (7.4) 
мы имеем 


[п, а] (а, b, с) = (а, т, al b, с) = 
= (а, п, abl, с) — (а, a În, bl, с) = 
= —(а, т, В], сда = 0. 


Лемма доказана. | 
Лемма 10 (Дорофеев, Шелипов). Пусть 
п Е №, а, 6, с, г, $, БиЕА. Тогда в А верно равенство 


2 (а, b, с) (г, $, t) п, ul] = 0. 


Доказательство. Положим d = (а, b, с), а, = 
= (г, $, t). Заметим вначале, что в А верны равенства 


а [п, и] = [п, du] = Ín, ul d. (10) 
Действительно, ввиду (7.4) и (7.10), мы имеем 
d [п, и] = [п, du] — п, а] и = Ín, dul. 
С другой стороны, так как [п, и] Е №, то по (7.10) 
а [п, и] = n, и] d. 
Теперь согласно (10) получаем 
dd [n, и] = а, п, du] = [п, du] d) = 
= d |n, и] 4, = dd; In, ul. 


По лемме 9 произведение х = (a, b, с) (r, $, t) Гм, ul 
кососимметрично по переменным г, $ t, u. Шо 
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доказанному x = (r, $, t) (a, b, с) п, u], поэтому указан- 
ное произведение х кососимметрично и по переменным 
а, b, с, и. В результате получаем, что 2 кососимметрично 
по всем переменным а, b, C, T, S, É, u. B частности, мы 
имеем | 
(r, $, t) (а, b, €) În, u] = — (а, s, t) (r, b, c) A и] = 
=a b D (ra; e) Ши: | 
= — (a, Ь, с) (г, $, t) [n, ul. 

Сравнивая это. соотношение с доказанным выше, мы HONY- 
чаем утверждение леммы. 

Теорема 8 (Дорофеев). Во всякой альтерна- 
тивной алгебре А имеет место включение 20 -ZN (А) = U. 

Доказательство. По предложению 5.1 множе- 
ство 2D -ZN (А) является идеалом алгебры А, поэтому 
нам достаточно доказать, что 2) .ЙМ (А) = М. Произ- 
вольный элемент идеала 2D -ZN (А) является линейной 
комбинацией элементов вида 2 (x, y, z) u.v [В n], где 
п ЕСМ, u, ,ЕА* , Z, у, 8, {Е А. Так как [$, п] Е №, то 


мы имеем 
2 (x, y, z) u-v [t, nl = 2 [(х, у. зи ЬЬ al ни 
= ((х, y, z), и, v) [t, n] + 2 ($, y, z) (uv) -[t, n}. 
Первое из получившихся слагаемых равно нулю по лем- 
ме 7.5, а для второго имеем в силу лемм 9, 10 и ввиду (10) 
2 ((1, и, 2) ш В nl, г, $) = 2 ((х, y, z) w, г, $ Е n] = 
= —2 (t, r, $) I(x, y, z) w, п = 
= —2 (t, r, s) (x, у, z) ш, n] = 0. 
Следовательно, 2D -ZN (А) = N. Теорема доказана. | 
Следствие 1. Если А — разделенная альтерна- 
тивная алгебра, то 2ZN (А) = N (A). 
Доказательство. Напомним, что алгебра А 
называется разделенной, если D (А) ПО (А) = (0). 
В условиях следствия из теоремы 8 вытекает, что 
2D. ZN (А) = р Г U = (0). В частноети, для любых 
а, b,c, 4ЕА, пЕМ. мы имеем 


2 (a; b по о a b O e = 


откуда следует, что 2ZN (А) = N. Следствие доказано, 
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Следствие 2 (Дорофеев, Шелипов). 
Если А — чисто альтернативная алгебра, то 2N = Z. 
В частности, если 1/2 Е Ф, то в условиях следствия N = Z. 

Действительно, чисто альтернативная алгебра являет- 
ся разделенной, поэтому 27М (А) = №. Тогда 2ZN (А) — 
ядерный идеал алгебры А, т.е. 2ZN (А) = U (А) = (0). 
Но это равносильно включению 2N S Z. | 

_ Теорема 9 (Дорофеев). Bo о альтерна- 
тивной алгебре А справедливо включение 2 (N N 0?) = Z. 

Доказательство. Пусть а, a СЕЛ. 

Тогда согласно (7.4) _ 


2 [аБ, с] = 2a [6, el КЫ b E | 
E€ 2D2.ZN (А) + 22М (А)-0?, (41) 


и мы докажем, что 2D?.ZN (А) = 27М (A)-D? = (0). В ca- 
MOM деле, для любых L; Y, Z, ЕСА, s иЕА\, пЕМ, 
d €D получаем согласно следствиям леммы 7.3 и теоре- 
ме 8 


2 ($ [№ п] ((5, у, z) u-d) = 2s [([t, n] (z, y, aa 
= = 2s ((x, y, 2) № nl u-d) Е. 
ЕА* (2D -ZN (А)) D] = U -D = (0), 


| 


откуда следует, что 27М№ (А) "D? = (0). Далее, для любых 
c, d €D имеем | о м а 


2 (ва): = 2 а я в 
= d [t, da (2D. РМ (A)| А = D. U = (0), 


откуда 2D?.ZN (А) = (0). "Теперь из (44) получаем 
2 [ab, с] = 0, т.е. 2 (МП D?P SZ, что и требовалось 
доказать. 

Следствие 1 ор ео Для 
любых L, Y, Z, tEA элемент [(x, y, z), t принадле- 
жит Z | 

Доказательство. Напомним, что по тожде- 
ствам Клейнфелда [z, у|* Е N для любых z, у Е А. Cieno- 
вательно, [(х, у, 2), tl8 € (М ПО?)?. Если Ф содержит 1/2, 
то утверждение следствия теперь непосредственно выте- 
кает из теоремы 9. Докажем, что это утверждение верно 
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и в общем случае. Пусть d = (x, у, 2), тогда для любых 
t, ГЕЛА мы имеем 


(а, #8, r] = [4, ¢]* o Ца, №, r] = | 
= 2 [а, 14 Па, 2%, r] + Па, 14, Ца, tlt, г]. 


Так как 2 [а, И“ Па, 1“, r] Е 20?.ЁМ (А) = (0), то нам 
достаточно доказать, что [[4, #4, п] = 0 для любого п Е №. 
Ввиду тождества (3.2), мы имеем 


[а, t] = (ту, Z, t) T (yz, T, t) T (2х, y, t), 


откуда, ввиду (7.10), следует, что [[d, t], п] = 0. Ясно, 
что тогда и [[4, tlt, n] = 0. Следствие доказано. 

Следствие 2. Zan Æ (0). 

Действительно, как легко видеть, элемент f = 
= [(11, Zə, £3), х,8 не является тождеством в алгебре 
Кэли — Диксона. Значит, f Æ 0 в алгебре Alt [X]. В то 
же время по следствию 1 ГЕ Йлди. 

дамечание. Так как Kant > Йли, TO из след- 
ствия 2 вытекает, что Kar Æ (0). На самом деле в Kart 
содержатся ненулевые элементы более простого вида, чем 
рассмотренный выше. Например, Шестаков доказал [270], 
что если 1/2 ЕФ, то (zi, Zə, 13“ € Кли. Заметим, что 
соответствующее тождество [(х, y, 2)*, t] = 0 является 
в определенном смысле «двойственным» к тождеству Клейн- 
фелда ([х, у]“, z, Г) = 0. По следствию 1 леммы 7.1 мы 
имеем включение 3 (51, Lə, 13)“ Е Или. Неизвестно, верно 
ли включение (51, Zə, х3)* Е Zarte Вообще до сих пор neng- 
вестно, является ли включение Или = Аль строгим. 
Если Иль Æ K Alt, то легко видеть, что в аддитивной груп- 
пе алгебры Alt [X] найдутся ненулевые элементы поряд- 
ка 3. Заметим в этой связи, что вопрос о наличии круче- 
ния в аддитивной группе алгебры Alt [X] также является 
открытым. Более общая формулировка этого вопроса 
такова: является ли алгебра Alt [X] свободным Ф-моду- 
лем? Если это так, то интересно было бы указать какую- 
либо конкретную базу этого”Ф-модуля. 

Рассмотрим теперь в алгебре Alt [Х].идеалы ZN At = 
= ZN (АЦ [Х]) и Оль = U (Alt [Х). Мы имеем 0 Æ 
Æ [21, 15|“, хз] © Й№Мли, поэтому ZN an Æ (0). Покажем 
теперь, что и Или Æ (0). | 
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Лемма 11 (Слейтер). Пусть А — произвольная 
альтернативная алгебра. Тогда для любых элементов 
т, ПЕМ (А) элемент [т, п] принадлежит U (А). 

Доказательство. Пусть а, b € А, c E€ AË. Tor- 
да согласно лемме 9 мы имеем 


([т, п] с, а, b) = [т, n] (с, а, b) = —[т, с] (n, а, b) = 0. 


Значит, [т, n] А* = М (А), откуда по предложению 8.9 
[т, n] € U (А). Лемма доказана. 


Следствие i Олин = (0). 


Действительно, мы имеем 0.52 [2, Talt, [£3 2“ € 
Е Оли. 

Следствие 2. Свободная альтернативная алгебра 
от трех и более порождающих не является первичной. 

Доказательство. Рассмотрим свободную аль- 
тернативную алгебру АЦ [У], где сага (У) > 3. Тогда, 
очевидно, D (Alt [У]) Æ (0). C ooe стороны, для любых 
трех различных элементов Yı; Yə, Уз E€ Y мы имеем 0 Æ 
Æ Пул, Уз“, [у1, Уз] € U (Alt [У], т. e. U (Alt [У] (0). 
Так как D (Alt [Y])-U (Alt [Y]) = (0), то тем самым все 
доказано. 

Отметим здесь следующий интересный открытый во- 
прос: является ли алгебра АЦ [Х] разделенной, т. е. верно 
ли, что Од! N D (АЦ [Х]) = (0)? Если это так, то по 
следствию Í теоремы 8 мы имели бы включение ZZN at = 
<= Мли, о справедливости которого пока также ничего 
не известно. 

Докажем теперь следующее 

Предложение 3. Подалгебры N Ait, блин и идеа- 
лы Оль, ZN at алгебры Alt [X] являются вполне характе- 
ристическими (т. e. выдерживают все эндоморфизмы алгеб- 
ры АЦ [X]). 

Доказательство. Докажем, например, что 
подалгебра N Ait является вполне характеристической. 
Пусть n = n (ti, .... zm) E€ Nate Нам нужно показать, 
что n (4, ..., ат) E Nat для любых элементов Qy, ... 

.. а Е АЦ [X]. Пусть х;, z; — свободные порождаю- 
щие, не входящие в запись элементов Qy, ..., Am A отлич- 
ные от 11, ..., Zm. Рассмотрим эндоморфизм ф алгебры 
Alt [X], при котором ф (5%) = а» для Ё =1,..., т, 
ф (5;) = ть Ф (5;) =1,. Так как п Е ль, то мы имеем 
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(n, xi, 2;) = 0. Применяя к этому равенству эндоморфизм 
ф, мы получаем | | 


0 =ф ((п, zi, z;)) = (ф (п), p (2:), p (z;)) = 
o | | | = (п (ал, а .. Am) Ti, tj) 


откуда п (а1,..., ат) ENat. Аналогично рассматри- 
ваются остальные случаи. При рассмотрении Ид нужно 
воспользоваться предложением 8.9. Предложение доказано. 

В связи с этим предложением возникает естественный 
вопрос о нахождении систем порождающих элементов 
вполне характеристических подалгебр Мл и Или, а Tak- 
xe Т-идеалов № и и Uan. Неясно пока даже, суще- 
ствует ли хотя бы в одном из рассматриваемых случаев 
конечная система порождающих элементов. 

Заметим, что в доказательстве предложения 3 мы суще- 
ственно использовали бесконечность множества Х. Для 
конечнопорожденной свободной алгебры Alt [X „] анало- 
гичное утверждение доказывается уже не так просто. Мы. 
посвятим этому доказательству оставшуюся часть данного 
параграфа. 

Пусть f = f (21, ..., 2n) E ® [XI — и. не- 
ассоциативный многочлен. Для набора натуральных чисел 


А оо Ра во Pns, ] S | 

| T ЕО 2y зе) 
мы обозначим через JP! = ДМ (xi, ...; Enj Zus.. 
P а. E TT Ens) элемент 


1 А д ти, | ОСА Tnn Е жа 
JATH (x) ooi AZI (лы)... Аи (Ena) oe. А (а), (42) 
где Lij €E XN {fto +) Lhi Tiis EET 131) Е Г. Zils e.> 


... но}. Jlerko убедиться в справедливости соотно- 
шений | | | 


JA; (£h) Aj (21) = - fA; (21) А (r) | | (13) 

| | "JA (En) Ak (= РА (еь)А (zı), | ‚09 
где. £i а £j; Pa £j < (Taris k 2,}, Er Æ Lu £p, ЖЕ XN 
N ftii- >- 2}. Из. этих соотношений следует, что любой 


элемент из множества fA (см. $ 1.4) имеет вид f” 1 для nog- 
ходящего набора [r]. Если {1 ..., j} — некоторое nog- 
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множество множества {1,..., n}, то через 7Аць,.... я 


мы обозначим совокупность всех элементов eoni (1 P 
Ro} 


у которых Sp =0 при k {i, .. 7 D а через Ав" S T 


совокупность таких элементов fl] из множества А ahi 
у которых ra H... + Fis, = Bir sess Ti T ees Ta = 
— А | | | 
Л emma 12. Пусть Е = f e ...) Zn) — произволъ- 
ный неассоциативный многочлен. Toeða для любых. ane- 
ментов T, Yy, ..., Yn E P [X] справедливо ‚равенство 
k { [r] re (ая) | 
рае а, о. И ran 
(Mis) (Ma1) (Mn sn) 
., y1 a -3 Yn PA <.. Yn “N, 


20e y УзА (e t), [m] = [Ица, ++) 181319 ТИ, -2 Тин], 
Mji >тТур >. . > Mijs, >0 приз, >0, И) 74}... 
и. (т, [7] J= т". 


Доказательство. м рассмотреть CINY- 
чай, когда элемент } является одночленом. Пусть степень f 
по переменной v; равна t;. сне полилинейный 

одночлен ое о еее „), для KOTO- 
рого f (£i -< Lp) = V (Zis ee м... т, а E P 
По nemme 1.2 имеем | T 


бу, oar nåt a= 


D t) 
pg | № и (у\”ь, а, у" 1t); ар ну" E 


Сгруппируем вместе в этой сумме слагаемые, зависящие 
от одинаковых наборов аргументов. Пусть в некотором 
наборе [т] среди чисел Mj, ту», ..., Ту, имеется Sj раз- 


личных ненулевых чисел Ши > И S В ту», >0,. 


и пусть число тд встречается гл раз B т т kia 
> Тя. "Тогда, очевидно, Mj | тр» +... ту, = 
=T; Mji грот... Ts Mis. Сумма всех тех слагаемых, ` 


в которые для каждого’ j=, 2,...,П входят 1—8; 
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элементов у; Ги элементов ут), ...›Гл, Элементов 


yip, равна в точности 


FI Yi, aeaa Yni yD oew yis); Lisi yD, а утв). 


Суммируя теперь полученные выражения для всех раз- 
личных возможных наборов аргументов, мы получаем 
утверждение леммы. 

Предположим теперь, что f линеен по z. Для произ- 
вольной алгебры А положим 


NP (А) = fa €A |8 (а, А,... А) =0 
для любого #Е]А{2,...,п}}. 


Пусть Фу = Фу [Y] — свободная алгебра однород- 
ного многообразия 5} от произвольного (возможно, конеч- 
ного) множества порождающих У = {и1, у», ehi 

Лемма 13. Если n =n (Yp... = Е NP (Dy), 


mo nA% (2) Е NP (Фр) для любого натурального k и любых 
y Е Xi 5 Е Фут. 
Доказательство. Проведем индукцию по k. 


Очевидно основание индукции: k = 0. Предположим 
теперь, что лемма верна для всех К’ < k, и рассмотрим 


произвольный элемент g 6 }Д}о,.... п, Z = E (21, 1, ... 
... Zn) ... М). По условию для любых элементов 
Z; € Фу имеем h = g (п, Za, .. a, Zn) ©.. Z4) = 0. Но 


тогда hA; (z) = 0 по предложению 1.3, поэтому согласно 
лемме 12 будем иметь 


k 
О =g (n ) 22, ...9 Z4) + 
>f о Es (n9, Пан a aaa a ha 
$ 
где А,< Е, #6 е/Аро,... ня fA... п» и = иди (3. 
По предположению индукции имеем 


Es (ns), Z2, . Zt; д.” ° ый ..)=0, 


? 


откуда следует, что р, Zə, ..., 21) =0. Следовательно, 
nAi (2) Е NP (y). Лемма доказана. 
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Лемма 14. Пусть I — подмодуль Ф-модуля Фу 
такой, что ЗА (2) = I для любых ЕТ, zE Dy (см. 
$ 1.4). Гогда Г, является вполне характеристическим под- 
множеством алгебры D. 

Доказательство. Пусть i€, i =f (Yn... 


.. Yn), где f = f (2i, ..., Zn) — некоторый неассоциа- 
тивный многочлен. Мы докажем индукцией по Nn — r, что 
для любого gg (ус. Я Depiro Ч СА т 
и для любых Z; Е Фу) верно включение g (Yi, ..., -Ys 
2.41, ..., Zt) € Г. Основанием для индукции при n — r = 
= 0 служит включение ] (у, ..., Yn) Е Г. Сделав coor- 
ветствующее индуктивное предположение, рассмотрим 
произвольный элемент h E fAir, r41, ... nye Пусть 

В ljea 8] 

й =Й (£i, ee e3 Lry Ertis +++ Em) E ТА... т-1,..., т}. 
Сделаем второе индуктивное предположение: если А’ < К; 
$»... l — произвольные натуральные числа и 

а e 
g (21, e e e3 py Ertis ++.) Хр) EJAT: _ п}, 


TO 5 (У, ..., Yrs 24а, +++, Вр) EI для любых 2; EP. 
Основанием для этого индуктивного предположения при 
& =0 служит первое индуктивное предположение. Пусть 


теперь А >> 0. Ввиду соотношений (13) и (14), мы можем 
считать, что 


В с Чо Фив Фа) = 

= h; (£1, e.. Iry oe TE E A7 (тт), 
где h€ HR: ta a, По второму не индук- 
ции имеем a (и, .. -3 Иго бу...’ Вт-4) Z. Но тогда 


и Ау (2.) ЕТ, откуда по memme 12 
h (Y4, ee e3 Угу Zr+is +++) m-i) Zm) + 
‚ 1 
+ > № (Yis +. Yrs Zr+4, +++) бт; о ees C 
8 


где А map g < 4, 2 N (Zm). Ввиду 
соотношений (13) и (14), имеем hk; € А "и, Где k' <k, 
откуда по предположению индукции 


hs (Y1, ee e3 Угу Zr+is +++) бт) 2, Se ‚ 201) ...) EL 


т-—1? 


22 К, А, Жевлаков и др, 
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И далее h (ут, о o o9 Yr, Zr+1s e o o9 Zm) € Г. Ввиду произ- 
вольности h тем самым доказано, что для любого g = 


= E (т, . e e Iry rtir + Ti) E fA tri и ДлЯ 
любых Z; Е Py верно включение g (Yi, ..., Yrs 2.41, ... 


.., Z4) Е Г. Пусть теперь h имеет степень n, по х,. Без 
ограничения общности можно считать, что h однороден 
n 
по z,. Мы имеем R (Yi, ..., Yrs 2.41, +. Zm) Ду (2,) Е 
€ I, откуда по nemme 12 получаем 


h (Ул, e. e Уг-1) Bry oee} Zm) + 
и 1 
st > h; (Yi; зу Уг-4) Угу 274149 ++.) бт) те в .. :) EI, 

$ 
где №. С fA, r41, п 29 = 2:Ду, (zr). По  доказанному 
выше имеем 

h; (Y1, +.) Иг» 27449 ++.) бт» Žr, т .. JEL 
откуда и h (Yi, <- < Yr-1s Zr» ..-. Zm) € Г. Ввиду произ- 
вольности h, по первому индуктивному предположению 
отсюда следует, что f (21, ..., Zn) Е Г для любых z; € Фуу. 


Лемма доказана. 

Заметим, что в процессе доказательства леммы 14 мы 
доказали следующее более общее утверждение. 

Следствие. В условиях леммы 14 пусть f = 
= f (£i, ..., Zn) — такой неассоциативный многочлен, 
что для некоторого целого числа г (0 < г <n, г < card (У)), 
для любого g E ТАа ое = P (ti с бы ар... 
-o Ln) <- Im) и для любых z; € Фу справедливо 
включение 


Я (ыы Л ааа. 


Гогда f (21, ..., Zn) ЕТ для любых 3; Е Фуу. 


Из лемм 13 и 14 вытекает 

Теорема 10 (Шестаков). Пусть OR [У|-— 
свободная алгебра однородного многообразия We от произ- 
вольного множества порождающих У, f (£i, .... £n) — 
неассоциативный многочлен, линейный по xı. Гогда под- 
модуль NP (Dym [У]) является вполне характеристиче- 


ским подмодулем алгебры PD [У]. 
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Следствие. В условиях теоремы 10 подалгебры 
N (Dy [У] u Z (Фу [У] являются вполне характеристи- 


ческими подалгебрами алгебры Dw [У |. 


Из теоремы 10 следует также, что в конечнопорож- 
денной альтернативной алгебре Alt [X,] идеалы 
ZN (АЦ [Х,]) и U (Alt [Х,]) являются вполне характе- 
ристическими. 


Упражнения 


1. Пусть А — альтернативная алгебра, х, у, Z, г, SEA, n€ 
€ N (А). Доказать, что 


2 (х, у, 2) [^, n] [5, n] =; 
2 (Дорофеев). Доказать, что если nE N (А), то 


2 [А, п] [А, nl А = М (4). 


3. Доказать, что D (АЦ [Х]) является альтернативной Р]-ал- 
геброй. 
Указание. В Л (АЦ [Х]) выполнено тождество [[х, у]8, t] = 


$ 4. Альтернативные алгебры от трех порождающих 


В этом параграфе мы рассмотрим свободную 3-порож- 
денную альтернативную алгебру Alt [X;] = Alt [41, Zz, zl. 
Мы докажем, что в ассоциативном центре N (Alt [X,;]) 
и в центре Z (АЦ [Х.]) содержатся ненулевые элементы 
‘существенно более простого вида, чем в соответствующих 
центрах алгебры АЦ [X]. На основе полученных тождесте 
мы затем докажем, что в свободной альтернативной алгеб- 
ре от трех и более порождающих содержатся подалгебры, 
имеющие строение алгебр Кэли — Диксона над своими 
центрами. 

Предварительно Докажем две леммы. 

Лемма 15. Бо всякой альтернативной алгебре А 
справедливы тождества 


(lz, у]?, z, z) = 0, (15) 
(x, у, 2)8, 2] =0, (16) 
((x, Y, 2)’; Z, y) = Q. (17) 


22% 
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Доказательство. Тождество (15) справедливо 
в силу соотношения (7.25). Далее, заметим, что в алгеб- 
ре Á верно тождество 


l(a, У, 2), (т, У, z)] = 0. (18) 
Действительно, в силу тождеств Муфанг имеем 


(127, у, 2) (z, y, 2) ii 
= — (22, У, (z; У, 2) ВЕ (27, (z, Y, 2) Y, 2) a 
si (27, Zy, (х, Y, 5)) — — (z, Y, To (z, Y, 2)) = <f 
_ Е (£, xo (x, Y, Yz), 2) - (£, Zy, xo (2, y, 2)) = 
= — (z, Y, (2, у, z))z + (z, (2, у, z) Y, z) + 
+ (2, zy, (12°, у, 2)) = (т, У, 2) (27, У, 2). 
Следовательно, 
[(х, у, z), z] = Цх, y, z), (т, У, z) ох] = 
=— [(2, Y, 2), (1, У, 2) = 0, 
т.е. (16) доказано. Пусть теперь w = (x, у, 2). Согласно 
(7.14) и (7.15) получаем 
(и, д, y) = Шо (ш, z, у) = —v o (w lx, yl) = 
= — и? [х, y] — w [z, y] w = —w (lz, yl ° w) = 0. 
Лемма доказана. 

Лемма 16 (Брак, Клейнфелд). Лусть А — 
альтернативная алгебра с множеством порождающих 5. 
Гогда элемент z Е А принадлежит центру Z (А) в том 
и только в том случае, когда [2, S] = (z, S, S) = (0). 

Доказательство. В одну сторону утвержде- 
ние очевидно: если z ЕЙ (А), то [2, S] = (z, S, S) = (0). 
Пусть теперь [2, 5] = (z, S, S) = (0). Рассмотрим mmo- 
жество P = {p € A | (5, р, S) = (0)}. Легко видеть, что 
P — подмодуль Ф-модуля А. Далее, для любых р, р’Е 
ЕР, $ ЕБ мы имеем 
(рр’, $, 2) = р’ (р, S, 2) + (р, s, z2) p + f (P, р’, $, 2) = 

= (р, Р’, $, 2)= (lp, p'l, $, z) + (p, р’, Ís, zl) = 
= ([р, pl, 5, 2), 
откуда следует, что (2, РР, S) = (0), т. e. P является nog- 
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алгеброй алгебры А. Так как P > S, то P = АД, T.e. 
(z, А, S) = (0). Рассмотрим теперь множество О = 
= {q E€ A | (2, А, q) = (0)}. Тогда О — подмодуль Ф-мо- 
nyia А и О > S. Для любых q, q ЕО, a€ мы имеем 


(qg, а, 2) = g (q, а, 2) + (g, а, #2) а + f (9, 9’, а, =) = 
= f (q, 9’, а, 2) = f (q, а, q, 2) — 
= (q'a, q, z) — а (q, q, 2) — (а, q, z) 9 = 0, 


т.е. 00 = Q uQ — подалгебра алгебры А. Так как О > S, 
то Q = Á, и мы получаем, что (z, А, А) = (0), т.е. 
z E€ N (А). Наконец, пусть А = {r € A | Iz, r] = 0}. Для 
любых г, r' € R мы имеем в силу (7.4) 


[8 = r [r, z] + ir, zl г = 0, 


т.е. А.Н R. Ясно, что А — подалгебра алгебры А, 
и так как А > S, то R = А. Таким образом, z € Z (А). 
Лемма доказана. 
Теорема 11 (Дорофеев). Во всякой альтерна- 
тивной 3-порожденной алгебре справедливы тождества 
([2, yl’, г, s) = 0, (19) 
(lz; У] о [#, tl, г, $) = 0. (20) 
Доказательство. Достаточно доказать, что 
тождества (19) и (20) справедливы в свободной алгебре 
Alt [х1, zə, zl. Пусть N = N (Alt [z;, х., 23). Докажем 
вначале, что [z], £a]? © N для порождающих 21, £a. Для 
произвольных элементов г, $ Е АЦ [z£], zə, 13| обозначим 
через f (г, s) идеал алгебры Alt [zi, т, 23|, порожденный 
элементом (lz, 1.|?, г, $). Тогда отображение f удовле- 
творяет условиям а) — е) предложения 1: условия а) — г) 
очевидны, д) верно в силу тождества (2), а е) — в силу 
тождества Муфанг. По предложению 1 f(r, 8) = 
3 


= > x;) + У, f (£i, £;£r). Кроме того, легко видеть, 
i<j i=1 
Tin 
Í (£i, худь) + Xy (ti, 2) =, L223) + X) f(z: 2), 
1<1 1<] 


поэтому f(r, s) =. f (£i 2;) + f (21, 273). Ввиду (15), 


i<j 
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мы имеем f (£i, £j) = f (71, 2573) = (0), откуда и f (r, s) = 
= (0). Таким образом, [21, zəl? € N. По теореме 10 nogan- 
гебра № является вполне характеристической, поэтому 
[х, у? Е N для любых z, y € Alt [z], Zə, £l. Тем самым 
доказано тождество (19). 

Докажем теперь, что [5,, £a] о [5., r] Е N для любого 
"Е АИ [£z], х., 13|. Как и в предыдущем случае, для 
этого достаточно доказать, что 

ео rh за) = 0, (21) 
(lzi, £a] о [5з, rl, 21, 4523) = 0. (22) 


Линеаризуя (19) по у, получаем следующее тождество 
в, я а 


(lz, У] о [z, zl, г, s) = 0. (23) 

Кроме того, во всякой альтернативной алгебре верно 
тождество 

(lz, у] о Z, T, y) = 0 (24) 

Действительно, имеем в силу (7.15) и теоремы Артина 

([1, У о3, z, У)=[%, У] о (z, z, у) + zo ([х, yl, z, У) = 0. 


Вернемся к соотношению (21). В силу (24) нам остается 
рассмотреть случай, когда либо х; = £}, либо T; = T}. 
Пусть, например, z; = z}. Тогда по линеаризованному 
(24) и в силу (23) имеем Пя 


(izi, Zal o [23, Г], £3, zi) = — (24, 25] о [£3, z;l, £3, r) = 0, 
т.е. (21) доказано. Далее, применяя вновь линеаризован 
ное тождество (24), получаем, ввиду (23), 

(Lizi, Zal о [2з» Г], 241, 2553) = — (21, лохз] о [£3, |, 21, 25) = 
= (E Lals] о [z, r], #3, Ta) F (lti Kata] о [£3, fal, zı, г) + 


+ (lzi, ох о ERT Zal Tg r) = (lz, Тот] o [£a tl, 71, Г). 
Заметим, что во всякой" алгебре верно тождество у 


[х, yzl + [у, 22] + [2, zyl = 
=— (z, У, 2) — (У, 2, 1)— (z, x, У). (25) 
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Следовательно, согласно (25), (7.15) и (23) мы имеем 
[71, 2523] o [£3, 25| = —[5ь, Хэй] 0 [£3, za] — 
— [23, Tita] 0 [£3, £a] — 3 (ль, Lo, La) o [1з, £a] = 
= [£3, gz] o l£, £g] — [£3, Lita] о [£3, £a] E N 


откуда следует (22). Таким образом, [21, zl o [zz}, Г] EN 
для любого r E Alt [х1, zə, 23|. По следствию леммы 14 
тогда [z, y] о [z, t] € N для любых z, у, z, t EAlt [z], хо, £3], 
что доказывает тождество (20). 

Теорема доказана. | 

Следствие. Для любых элементов zx, Y, Z, tE 


€ Alt [Х.]. 
[х, yP, [х, У] о [z, НЕМ (Alt [Х.)). 


Найдем теперь некоторые элементы из центра 
Z (Alt [Х.31]) алгебры Alt [Х.. 

Теорема 12 (Шестаков). Для любых элемен- 
тов z, Y, Z, Г, $ алгебры Alt [£], £a, £3] 


(z; Y, 2), (ус Г sl € АЕ [£i z3; <) 


Доказательство. Пусть Z = Z (Alt [z;, хо, хз). 
Ввиду леммы 16, для доказательства того, что f = 
= f (£i, Zə, 23) Е Z, достаточно показать, что [[, х;| = 
= (f, £i, xj) = 0 для любых порождающих L;i, 5;. Отсюда 
и из соотношений (16), (17) следует, что (£i, Za, 13)? ЕЙ. 
Но теореме 10 тогда и (x, у, 2)? Е Z для любых т, у, z€ 
E Alt [z], х., 13|. Тем самым доказано первое из вклю- 
чений теоремы 12. | 

Для доказательства второго включения в силу след- 
ствия леммы 14 (или теоремы 10) достаточно показать, что 
(Zis Za, 23) о [г, $1 ЕЁ для любых r, $ ЕАК [11, £, 23|. 
Без ограничения общности элементы г, $ можно считать 
одночленами от Zj, Zo, Zz, и мы будем доказывать данное 
утверждение индукцией по числу п = d (г) + а ($). Осно- 
ванием для индукции при п = 2 служит равенство (7.15). 
Как мы уже замечали, нам достаточно показать, что для 
любых порождающих Li, Lj 


((271, Ta, T3) 2 [г, sl, Ti, zj) = 0, (26) 
(ti tata [Г 8], ad= 0. _ (27) 
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Докажем вначале равенство (26). Если d (г) > 1, а ($) > 1, 
то в силу линеаризованного тождества (24) и по предпо- 
ложению индукции мы получаем 


(71, Zo, £3) o Ir, sl, £i, £i) =— (жить, Хз, о [ть sl, r, xj)— 
— ((х1, Zos £3) o [г, zjl, £i, 8) — ((£1, хо, £3) о [хь, ху, r, 3) =0. 
Пусть теперь, например, г = z. Ввиду того, что 
(21, Zo, Lg) о [ть sl, ть zj) = 

= —((21, Za, X3) о [ть 27, ть s) =0, (28) 


нам остается рассмотреть элемент f = ((£i, Zə, Z3) о 
о [11, $], 2, 43). Повторяя предыдущие рассуждения, мы 
видим, что 


f = —((21, То, T3) j ER s], Tis T3) = 


= —((т., 2», 2з) ° lea 3], tr te 429) 


Далее, из тождеств альтернативности следует, что одно- 
3 


член $ можно представить в виде S= `) (aizis; + Вх), 

=1 
где @; B: СФ, Si, $; — одночлены от Zi, хо, Lg, d (Si) = 
= d (si) = d (s) — 1. Мы оставляем доказательетво этого 
факта читателю. Рассмотрим элемент f; = ((£i, Za, £3) ° 
о [£i, 2;5;|, £o, £3). Применив, если необходимо, соотно- 
шения (29), мы можем считать, что f; = + ((%1, Zə, L3) о 
o [£j 45|, хь 2), где {р Ё} = {1, 2, 3}, Æsj 
Ввиду (25), мы имеем 


(т, То, Lg) 3 [2}, 1:5: FE 
= — (24, Zo, 23) o [ть Six] — (£1, La, £3) о Isi, хх — 

— 3 (21, Ta, Lg) o (Lj, Ti, Sı) 
Из линеаризованного по 2 включения (x, у, 5)? € Z сле- 


дует, что (Li, Zo, L3) ° (Lj, ть Si) Е Z. Далее, согласно (28) 
мы имеем 


(2, То, 23) ы [2;, у, Li, Lp) = 0. 


Наконец, заметим, что либо d (s;) > 1, либо $; 6 {х;, Lr}, 
поэтому по доказанному выше или ввиду (28) 


(21, Zo, £3) o [5}, Ziil, 1, zp) = 0. 
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Следовательно, f; = 0 для i = 1, 2, 3. Аналогично дока- 
зывается, что 


fi = ((х1, Zo, T3) ® [2, sizl, Zas 13) = 0 


для i = 1, 2, 3. Значит, f = 0 и соотношение (26) дока- 
зано. 

Далее, имеем согласно тождествам (20) и линеаризо- 
ванному (7.15) 


[(£i, Zə, £3) о [Г, $], zıl = (£i, £a, и) Пг, $], хи + 

+ [r, slo (21, Z3, 23), хи = (21, Zə, 23) о [[r, $], zı] + 
F [r $ (21, м, [21, 23|) = (51, о, хз) о ПГ, $], = t 
- (<, же, [Г, $] о [tir 13|) — [ita © (21, мо, [г, $]) = 


=ar ta о Пи: ре, а, еды 


что доказывает (27). 

Теорема доказана. 

Пусть теперь Alt [У] — свободная альтернативная 
Ф-алгебра от множества порождающих Y, где сага (У) >. 3 
и в Ф нет элементов порядка 2. Выберем произвольные 
различные элементы а, b, СсЕУ и положим и = la, b), 
v = (а, b, с), w = (и, v, а). Через А, = Фу, и А = 
— Ф [u, v, w| мы обозначим подалгебры алгебры 
Alt [У], порожденные соответственно множествами {и, V} 
и {и v, w}. 

Лемма 17. и?, 12, w EZ(A). 

Доказательство. Ввиду теоремы 12, остается 
проверить лишь, что и? E Z (А). По теореме 11 и? Е М (A). 
Кроме того, мы имеем 


[u?, v] = [и, u o v] = |, [а, В] о (а, b, с)] = 0, 


[u?, w] = [м, u o w] = lu, uo (и, v, a)l = 
= [u, (u?, v, а)] = 0, 


откуда в силу леммы 16 следует, что и? € Z (A). Лемма 
доказана. ни 

Лемма 18. Элементы (utv) ий, где i, j, k — произ- 
вольные неотрицательные целые числа (u? = v? = w? = 1), 
линейно независимы над Ф в алгебре Alt [У]#. 
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Доказательство. Пусть для некоторых Qijp €E 


ЕФ 
c2 „ ijk (ut V ) w s0 (30) 


i, j,k 

Ясно, во-первых, что Œooop = 0. Заметим теперь, что каж- 
дый элемент (utv) и" при i +j + > 0 лежит в ogno- 
родной компоненте типа li + j + 3k, ЕНУ-Е2А, 7-Е А] 
свободной алгебры Alt [а, b, с]. Как легко видеть, при 
разных наборах (i, j, k) эти компоненты различны. Сле- 
довательно, в силу однородности многообразия альтерна- 
тивных алгебр из (30) вытекает, что 


Xizr (u*v) и* = 0 (31) 


для любых i, j, К. Соотношение (31) справедливо в CBO- 
бодной алгебре, поэтому оно верно и в любой альтерна- 
тивной алгебре. Но в матричной алгебре. Кэли — икона 


С (Ф) легко найти такие элементы а, b, с, что 
(a, bt (@, 5, 9 (а, В, a, 5, 9, a) 20 


для всех i, j, К. Так как С (Ф) — свободный Ф-модуль, 
отсюда следует, что Qij = 0 для всех i, j, k. Лемма 
доказана. 


я 

Следствие. ЛПодалгеора Ф = Ф [и?, в, и?], no- 
рожденная элементами, и?, 12, wW, изоморфна алгебре MHo- 
гочленов ФГ, ta, t] от независимых переменных t, ta, tz. 

Лемма 19. Центр Z (A) алгебры, A, равен’ Ф [и?, и]; 
при этом алгебра A, есть алгебра обобщенных кватернио- 
нов над своим центром ¥). 

Доказательство. По nemme 17 Ф [и?, v] = 
= Z (4). Обратно, пусть z ЕЙ (A). Ввиду (7.45), мы 
имеем VU = —и0, откуда следует, что элемент Z можно 
представить в HiG 


= æ + Bu + w + диь, 


*) Понятие процесса Кэл и—Диксона естественным образом 
обобщается на случай алгебр над произвольным кольцом операторов 
Ф. Если в Ф нет элементов порядка 2, то под алгеброй обобщенных 
кватернионов над Ф мы понимаем алгебру вида ((Ф, œ), В), полу- 
ченную из Ф двукратным применением процесса Кэли — Диксона 
с параметрами ©, В Е Ф, aß + 0. Естественным образом опреде- 
ляется также алгебра Кэли — Диксона над Ф. 
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где ©, В, y, бЕФ |2, v]. Далее, мы имеем 


0 = [z, и] = —2yuv — 2ĝu?v. 


m RS e - 

Пусть y= 2 Уи, Ô = 2 Ôp (u4? v, где \:;, Ôk < Ф ° 
1,3 9 

Тогда мы получим 


. . T , 
> Зри | 2i 2p u22 — 0). 
1,1 3 


Легко видеть, что в этих суммах нет общих слагаемых 
вида и”, поэтому по лемме 18 


2%;; == 26.1 = 0 


при любых i, j, k, l, откуда y = ô = 0. Аналогично 
из равенства [z, v] = 0 следует В = 0. Поэтому z = a Е 
Е Ф [и?, в], т.е. Z (4.1) = Ф [u?, в]. 

Для доказательства леммы достаточно теперь пока- 
зать, что элементы 1, и, v, uv алгебры Alt [а, b, c]# 
линейно независимы над Ф [u?, 1]. Пусть 


h = œa + Вы + yv + ôw = 0, 


где ©, В, y, бЕФ [u?, и]. Тогда k €Z (4), откуда по 
доказанному выше следует, что В = y = ô = 0. Но тогда 
и œ = h = 0. Лемма доказана. 

В алгебре А, можно обычным образом определить 
инволюцию й > h: если h = a + Ви + yv + uv, то nona- 
гаем й = & — Ви — yw — биг. 

Лемма 20. Пусть a, a, — произвольные элементы 
алгебры A. Тогда верны следующие соотношения: 


ил = UW, (32) 

а (451) = (a241) W, (33) 
(azw) a; = (a20,) w, | (34) 
(aw) (agw) = и? (ала). | (35) 


Доказательство. Так как u?, v? EZ (А), то 


W o u = (и, V, a) o u = (и?, v, а) =0 
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и аналогично W ov = 0. Далее, 
w o (uv) = (и, v, а) o (uv) = (u o uv, v, а) — u o (uv, в, а) = 


= (u (u o v), vV, a) — u o (u, v, av) = —(u?, v, av) = 0. 


Из полученных равенств вытекает соотношение (32). 


Заметим теперь, что Q} + а. € Z (А) для любого a Е 4. 
Следовательно, 


(agw) i = — (а2ал) wW —|- do (w о 44) — 


= — (a41) W -+ а2 (ал tai) = (a244) W, 


что доказывает (34). Аналогично, a} (Was) = w (aas), отку- 
да в силу (32) следует (33). Наконец, мы имеем в виду (32): 


(aw) (аш) = : (wa) (aw) = w (ана) w = w? (а>а1). 


Лемма доказана. 
Из леммы 20 следует, что всякий элемент xz Е А может 
быть представлен в виде 


= æ + Ви + yv + ôw + Лир + uuw + vvw + o (ww) w 


где œ, В, y, ô, А, u, v, o E Ф = Ф [u?, 1, w?l. Как и B слу- 
чае алгебры AÁ, с помощью леммы 18 легко доказать, что 
Z (А) = Ф и что элементы 1, и, V, W, uv, uw, vw, (uv) w 


алгебры Alt [а, b, с!* линейно независимы над Ф. Кроме 

того, соотношения (32) — (35) показывают, что алгебра А 

получается из алгебры А, =Ф Q А, с помощью 
Ф[и2, 92] 

процесса Кэли — Диксона с параметром w?: А = (А1, и). 

Ясно, что А, — алгебра обобщенных кватернионов с цент- 

ром Ф, поэтому А — алгебра Кэли — Диксона с цент- 


ром Ф. 

Таким образом, доказана следующая 

Теорема 13 (Дорофеев). Алгебра Ф [u, v, w] 
есть алгебра Кэли — Диксона над своим центром 
Ф [u?, v, и]. 

Заметим, что если Ф не имеет делителей нуля, то алгеб- 
ра Ф [u, v, w] также не имеет делителей нуля (см. лем- 
му 2.13 и следствие леммы 18). 
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Упражнения 


1 (Дорофеев). Доказать, что во всякой 3-порожденной 
альтернативной алгебре А верно включение 


ZN (А) = U (А). 


Указание. Для фиксированного n€ N обозначим через 
Е (x, у, 2, t) идеал алгебры А, порожденный элементом ([х, п] у, z, t). 
Тогда отображение F удовлетворяет условиям а) — e€) предло- 
жения 1. 
2 (Шестаков). Доказать, что (x, у, 2)о (г, s, t) € Z (Alt [X};]) 
для любых L, у, Z, r, $, tE Alt [X};]. 


ЛИТЕРАТУРА 


Дорофеев [56, 57, 60], Жевлаков [75], Слейтер [197, 206], Хумм 
и Клейнфелд [256], Шелипов [265], Шестаков [269—272], Ширшов 
[278, 279]. 

Свободные алгебры других многообразий изучались в работах 
Пчелинцева [171—173], Роомельди [185] и Шестакова [268]. 


ГЛАВА 14 
РАДИКАЛЫ ЙОРДАНОВЫХ АЛГЕБР 


Мы ранее уже касались обсуждающегося в этой главе 
вопроса. Так, в § 4.5 изучался локально нильпотентный 
радикал в ИЙордановых алгебрах; кроме того, ряд об- 
щих результатов о радикалах из главы 8 применим к pa- 
дикалам йордановых алгебр 

В этой главе! вводятся и изучаются еще два радикала 
в классе йордановых алгебр, а также исследуются вопро- 
сы наследственности радикалов. 

Как всегда при рассмотрении йордановых Ф-алгебр, 
мы предполагаем, что 1/2 Е Ф. 


$ 1. Радикал Маккриммона 


Элемент Z йордановой алгебры J называется абсолют- 
ным делителем нуля, если JU, = (0), т. e. если О, — Hy- 
левой оператор. Если 0 является единственным абсолют- 
ным делителем нуля в J, алгебра J называется невырож- 
денной. Через Z (Л) будем обозначать идеал йордановой 
алгебры /, порожденный всеми ее абсолютными делителя- 
ми нуля. Очевидно, что алгебра J невырождена тогда 
и только тогда, когда © (J) = (0). 

Пусть I — тривиальный идеал алгебры J. Тогда для 
любых элементов L Е J m Е I имеем 


gU, =2 (125) z= 142 = 0, 


т.е. каждый элемент идеала / является абсолютным дели- 
телем нуля в J и, в частности, Г < © (J). Следовательно, 
невырожденность алгебры J влечет ее полупервичность. 
Верно ли обратное, неизвестно. Неизвестно даже, будет 
ли идеал Æ% (J) локально нильпотентным. Известно лишь, 
что Х (J) — ниль-идеал. 

Таким образом, класс невырожденных йордановых 
алгебр — широкий подкласс класса полупервичных йор- 
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дановых алгебр. Естественность этого класса подтвер- 
ждается тем, что он является полупростым классом HEKO- 
торого радикала, к построению которого мы сейчас при- 
ступим. 

Лемма 1. Пусть J — йорданова алгебра и JË — 
алгебра, полученная формальным присоединением k J еди- 
ницы 1. Тогда если z — абсолютный делитель нуля в J 


их € JË#, то 30... — также абсолютный делитель нуля e J. 


Доказательство. Так как /* — йорданова 
алгебра, тождество Макдональда в ней справедливо. 
Поэтому для любого элемента а ЕЛ 


ай (&0.) = а0.0.0, = 0, 


так как 4U, € J. Лемма доказана. 
Лемма 2. Идеал Z (J) порождается абсолютными 
делителями нуля как Ф-модуль. 
Доказательство. Достаточно заметить, что 
для любого абсолютного делителя нуля 2 и любого эле- 
мента x EJ 


2zx = ZUi+x — ZU% — 5, 


т.е. элемент 5х есть сумма трех абсолютных делителей 
нуля и, следовательно, лежит в подмодуле, порожденном 
абсолютными делителями нуля. Это означает, что указан- 
ный подмодуль является идеалом. Лемма доказана. 

Для произвольной йордановой алгебры J положим 
по определению oM (Л) = Z (J), и пусть идеал Ma (J) 
уже определен для всех ординалов & таких, что & < В. 
Если В — предельный ординал, положим 


ofig (J) = U ofa (J). 


Если ординал В не является предельным, определим 
«Л в (J) как такой идеал, что 


Mpg (Л) ва (Л) = © (УИ вл (ГУ). 
Цепочка идеалов 
о (Л) = о№ (Л) =... SMa (Л) =... 
стабилизируется на некотором ординале y. Положим 
M (Г) = И. (/). 
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Предложение 1. Фактор-алгебра JlAM (J) ne- 
вырождена и AM (Г) — наименьший идеал с этим свойством. 

Доказательство этого предложения анало- 
гично доказательству предложения 8.4, и мы не будем 
его проводить. 

Следствие. Алгебра J не отображается гомо- 
морфно на невырожденную алгебру тогда и только тогда, 
когда J = M (J). 

Класс йордановых алгебр J, совпадающих со своим 
идеалом оф (J), обозначим через A. 

Теорема 1. о — радикальный класс. 

Доказательство. В силу следствия предло- 
жения 1 свойство (А) для класса оД очевидно. Докажем 
свойство (D). Для этого достаточно показать следующее. 

Лемма 3. Пусть [-—идеал йордановой алгебры J u 
x — абсолютный делитель нуля алгебры Г. Гогда J также 
обладает, абсолютным делителем нуля, содержащимся в Г. 

Доказательство. Если JU, = (0), то х— 
абсолютный делитель нуля в J, и все доказано. Если же 
aU, == 0 для некоторого а €J, то 


JU (aU) = JUU Us = (0), 


так как JU,Ua = Г, T.e. aU, — абсолютный делитель 
нуля в J. Лемма доказана. 

Закончим теперь доказательство теоремы 1. Если 
алгебра J такова, что во всяком ее гомоморфном образе 
имеется ненулевой о«‹А-идеал, то в силу леммы 3 во всяком 
ее гомоморфном образе есть абсолютный делитель нуля, 
т.е. алгебра J не отображается гомоморфно на невырож- 
денную алгебру. Но это значит, что J Е A, что доказы- 
вает условие (D) для класса оф, а следовательно, и всю 
теорему. 

Радикал A/M называется радикалом Маккриммона. 

Теорема 2 (Маккриммон). Во всякой йорда- 
новой алгебре J справедливы включения 


BIJE MIJEN (I). 


Доказательство. Первое включение следует 
из предложения 1 и предложения 8.4 в силу того, что 
всякая невырожденная алгебра полупервична. Для дока- 
зательства второго достаточно показать, что 2 (Л) — 
ниль-идеал; в этом случае очевидной индукцией доказы- 
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вается, что все идеалы ов (J) являются ниль-идеалами. 
Так как всякий элемент из Ø (J) имеет вид 5 +... F Zns 
где Z; — абсолютные делители нуля, утверждение можно 
доказывать индукцией по п. Основание индукции оче- 
видно: Z] = 210, = 0. Для доказательства индуктивного 
перехода достаточно показать, что для любого нильпо- 
тентного элемента у E J и любого абсолютного делителя 
нуля Z элемент у + Z также нильпотентен. Рассмотрим 
подалгебру Jo в J, порожденную элементами у и Zz. По 
теореме Ширшова она специальна и имеет ассоциативную 
обертывающую алгебру Áo. Вычисляя в алгебре А’, имеем 


В—1 | 
(yta =y 2 yzy > узду, 
i=0 i=0 


поэтому, если M — индекс нильпотентности элемента у, 
то (y + 2)?"*1 = 0. Теорема доказана. 

Уместно заметить здесь, что факт радикальности клас- 
са ® в классе йордановых алгебр и не доказан, и не опро- 
вергнут до сих пор. 

Перейдем к изучению радикала Маккриммона спе- 
циальных алгебр. 

Теорема 3 (Слинькод). Если специальная йор- 
данова алгебра J порождается конечным, числом элементов, 
каждый из которых является абсолютным делителем нуля, 
то ее ассоциативная обертывающая алгебра А нильпо- 
тентна. 

Доказательство. Проведем индукцию по чис- 
лу порождающих алгебры J. Предположим, что теорема 
справедлива, если число порождающих равно А — 1. 


Пусть алгебра J порождается множеством А = {а:,... 
..., Qk}, элементы которого суть абсолютные делители 
нуля. Это же множество порождает и алгебру А. Тот 
факт, что а; — абсолютный делитель нуля алгебры J, 
в переводе в ассоциативные термины означает, что 


aij (а, ..., ав) а; = 0 
для любого иорданова многочлена j (£i, ..., 4»). 
Пусть R = {71, ..., Zp} Если f =) (1, ..., 2R) — 
некоторый многочлен из Ass [А], то, как обычно, через f 


будем обозначать образ f (i, ..., а») элемента f при 
гомоморфизме, переводящем Z; в а;. 


23 К, А. Жевлаков и др, 
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Пусть l — максимальная длина ненулевых слов от эле- 


ментов множества RN {ак}. Так как а} = 0, то для любого 
х-неразложимого слова Œ длины более l+ 2 имеем 


—= 0. Если х‚-неразложимое слово Œ имеет степень >2 


по Zp, ТО также = 0. Обозначим через Гу множество 
всех х,-неразложимых слов длины Kl + 2 степени <2 
ПО Zh. 

Рассмотрим слово œ длины (k + 2) (1 -+ 2). Предполо- 
жим, что & == 0. Тогда œ = Pyp, где В, не содержит £p 
и имеет длину l, В. содержит только £p и имеет длину 
<2, а y есть Г.-слово,. причем Г.-длина его >k -+ 1. Сле- 
довательно, 

1 
Y = tila ... м, 
где t; Е Tọ. Заметим, что «хвост» каждого х,-неразложи- 
мого слова t; имеет длину >2; в противном случае y = 0. 
Значит, 
Я ху’ 
У = иТиьть ... lhZipTRY , 
li ..., nE lyy а элементы iy svi Ti, отличны от Tp, 
и, следовательно, среди них есть два одинаковых. Между 
любыми двумя элементами множества {1%,, ..., ль} нахо- 
дится Т-слово, которое по лемме 5.9 является особым; 
в частности, особое слово находится между двумя одина- 
ковыми элементами этого множества. 

Мы доказали, что всякое слово © такое, что @ Æ 0, 
длины (k + 2) (1-2) содержит поделово вида х;0х;, 
где д — особое слово. Пусть jẹ — однородный йорданов 
многочлен, старшим словом которого является 6. Ввиду 
того, что хх; = 0, мы имеем 


= 2 PaZtiÛnTis 


где слова 6, имеют тот же тип, что и 6, ‚ но лексикографи- 


чески меньше Ô. Следовательно, если & Æ 0, то % пред- 
ставляется в виде линейной комбинации образов слов 
того же типа, но лексикографически меньших. Получили 
противоречие с тем, что слов фиксированного типа в алфа- 
вите А конечное число. Следовательно, © = 0 для всякого 


слова % длины (k + 2) (Г -+ 2), т.е. А нильпотентна 
индекса не выше (k + 2) (Г - 2). 
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Теорема доказана. 


Теорема 4 (Слинько-Скосырский. 


Во всякой специальной йордановой алгебре J имеет место 
включение 


ЕЯ 


Доказательство. Так как идеал Х (J) являет- 
ся Ф-модулем, порожденным всеми абсолютными делите- 
лями нуля, теорема 3 влечет его локальную нильпотент- 
ность во всякой специальной алгебре J. Рассмотрим фак- 


тор-алгебру Л = J/£ (Л). По следствию теоремы 4.5 она 
специальна и, следовательно, Х (Л) = (0). Но тогда 
и AM (J) = (0). Это означает, что Á (Л) = Æ (J), что 
и требовалось доказать. 

Неизвестно, справедливо ли включение AM (J) = L(I) 
в общем случае. Этот вопрос тесно связан с проблемой 
Ширшова о йордановых ниль-алгебрах ограниченного 
индекса (см. упражнение 1). 


Упражнения 


1. Доказать, что всякая Йорданова ниль-алгебра J ограничен- 
ного индекса является о«Л-радикальной. 

Указание. Если в алгебре J справедливо тождество 2% = 
— 0, то для всякого х € J элемент х7-* является абсолютным дели- 
телем нуля. 

На протяжении следующих трех упражнений А — ассоциатив- 
ная алгебра с инволюцией + и H = H (A, *) — йорданова алгебра 
симметричных относительно *ж элементов алгебры А. 

2. Доказать, что B (А) ANHE 8 (В). 

Указание. Индукцией по œ доказать, что Ba (А) ПН = 
<= B (H) для любого ординала &. 

3. Доказать, что если ag H и aHa 48 (А), то a€ B (A). 

4 (Эриксон — Монтгомери). Доказать, что B (H) = 


= AM (H) = B (А) ПН. 
$ 2. Обратимые. элементы, изотопия и гомотопия 
Пусть J — йорданова алгебра с единицей 1. Элемент 


x €J называется обратимым, если существует такой 
элемент y EJ, что. 


23+ 
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В этом случае элемент у называется обратным, элементом 
к элементу х. 

На первый взгляд может показаться, что в приведен- 
ном определении х и у неравноправны, однако это не так. 

Лемма 4. Следующие условия для элементов xz, y E J 
эквивалентны: 

а) х обратим с обратным у; 

6) у обратим с обратным т; 

в) ба МЫ, = 1, 

Доказательство будет проведено по схеме 
а) = в) = 6). Этим эквивалентность условий а), 6), 
в) будет доказана, так как импликации а) => 6) и 
6) = а) равносильны. 

а) = в). Прежде всего заметим, что YUy = 2 (yx) xz — 
— yx? = 2х — т = z. Далее, в силу (3.27) для элементов 5 
и У справедливы соотношения 


[В», В = [Ву, В = 0, (1) 


откуда У", = 2 (y?r) х — у? = уд = у (уд) = ух =1. 
Это доказывает в). 
в) = 6). В силу тождества Макдональда (3.48) имеем 


U (yU x) i 0.0 (у?) И = E, 


и, следовательно, оператор U, обратим. Заметим теперь, 
что [В„, Us] = 0, и потому 


(1 — ух) Ux = 22 — (0) =? — 2? = 0, 
(у — У*2) U, = yU; — (О) аа =0. 


В силу обратимости оператора U, имеем ух = 1, у2х = y, 
т.е. 6) доказано. 

Соотношения из пункта в) леммы 4 иногда берут в каче- 
стве определения обратимости. 

Лемма 5. Следующие условия для элемента x EJ 
эквивалентны: а) x обратим, 6) ТЕЛО», в) Uy — обрати- 
мый оператор. 

Доказательство. а) = 6) следует из леммы 4. 

Импликация 6) = в) тоже по существу была дока- 
gama. Если 1 = 20,, то по тождеству Макдональда E = 
= U, = 0.0.0», откуда следует обратимость опера- 
тора U. 

в) =a). Рассмотрим элемент у = zU}. Тогда 
(1 — ух) Ux = 2 — yRUx = 2 — УВ. = r? — r =0 
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и (z— 122) U, = 23 — yReUy = 23 — YU,Ry = 23 — 
— z? = 0, что, ввиду обратимости оператора Uy, дает 
нам ух =1, yz = zx. 

Эквивалентность условий а), 6), в) доказана. 

Лемма 6. Элементы т, 3 ЕЛ обратимы тогда 
и только тогда, когда {хзх} — обратимый элемент. 

Доказательство. По тождеству Макдональда 
О ({552}) = U„U,U„. Линейное преобразование 0.0, , 
обратимо в том и только в том случае, когда обратимы 
операторы U, и U,. Поэтому справедливость леммы 6 
вытекает из леммы 5. 

Пусть элемент x С J обратим с обратным элементом у. 
Тогда xU, =y и по тождеству Макдональда U, = 
= 0О,0.„.О,, но так как оператор И, обратим, на него 
можно сократить. Получим 

U.U, = Об, = Е. (2) 


Оператор R, коммутирует с оператором U, следователь- 
но, он коммутирует и с обратным к U, элементом, поэтому 


[Ra Ош = 0. (3) 
В силу (1) это эквивалентно тому, что 
Ra На |= 0, (4) 


Подставляя теперь в соотношение (3.25) вместо у эле- 

мент 2, а вместо Z и # элемент у, будем иметь А.А, + 
2 

-- Ай. t Ry = АА» + А, + Ну, что в силу (4) 

эквивалентно соотношению 2А,Н, — В.В, = В, или, 

что то же самое, 


ВО (5) 
Это соотношение вместе с (3) влечет 
[Rx В = 0. (6) 


Пусть H — подалгебра алгебры J, порожденная элемен- 
тами x и у. Как следует из предложения 3.2, алгебра 
R! (H) порождается операторами Пи» Язь R, Ву. Так 
как Rx = 2R — U,, то алгебра R' (H) порождается 
также элементами Ry, Uy, Ry, Up. Однако в силу (2), 
(3), (6) эти операторы коммутируют. Следовательно, 
алгебра В’ (H) коммутативна, что эквивалентно сильной 
ассоциативности подалгебры H в J. 
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Отметим теперь, что обратимый элемент x E J имеет 
единственный обратный, так как yU, =< u yU, =z 
влечет у =у B силу обратимости оператора U,. Этот 
единственный обратный элемент будем обозначать Lt. 
Мы доказали следующую теорему. 

Теорема 5. Для всякого обратимого элемента <x 
йордановой алгебры J подалгебра, порожденная элементами 
хи LTI, является сильно ассоциативной. 

Если положить x7” = (x7!)”, то степени элемента L 
будут умножаться по обычной формуле 


Заметим, что эти соотношения были бы несправедливы, 
если бы мы в определении обратимости ограничились 
одним соотношением ху = 1. Другим преимуществом тако- 
го определения является справедливость следующего 
предложения. 

Предложение 2. Элемент а ассоциативной 
алгебры А с единицей 1 обратим тогда и только тогда, 
когда он обратим в ийордановой алгебре А®; при этом 
обратные элементы в А и А” к элементу а совпадают. 

Доказательство. Если ab = 1 = ba, то 4Ob= 
—= Ти 2206 = а, т.е. если а обратим в А, то он обра- 
тим ив ÅA”. 

Если же а обратим в А‘? с обратным b, то 1 = 
=b "U ,=ab°a = —афаб + 2ab (aob) = — (60) b + 2а6 = 
— —@а6 + 2ab = аб. Аналогично, ba = 1 и а обратим 
в Á с обратным 6. 

Предложение доказано. 

Йорданова алгебра, в которой каждый ненулевой эле- 
мент обратим, называется йордановой алгеброй с делением. 
‘Большое число примеров йордановых алгебр с делением 
можно получить с помощью предложения 2: в силу этого 
предложения, если А — ассоциативная алгебра с деле- 


нием, то 4» — йорданова алгебра с делением. В част- 
ности, если О — тело кватернионов над полем дей- 
ствительных чисел, то О“) — йорданова алгебра с mene- 


нием. Отметим, что в О‹* некоторые кватернионы являются 
в обычном смысле делителями нуля, например, #07 = 0. 
В частности, это’ означает, что оператор А. может 
не являться обратимым, если элемент х обратим. 
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Имеются принадлежащие Алберту примеры исключи- 
тельных йордановых алгебр с делением. Для всякой 
алгебры J, из числа указанных Албертом, центр ее F = 
= Z (J) является полем и F &pJ = H (С3), где F — алгеб- 
раическое замыкание поля F, а С — алгебра Кэли — 
Диксона над F. В частности, размерность алгебры J 
над центром F равна 27. Существует гипотеза, что этому 
числу равна размерность всякой исключительной алгебры 
с делением над своим центром. 

Рассмотрим теперь понятие гомотопии. 

Пусть J — йорданова алгебра и а €J. Определим 
на аддитивном 'Ф-модуле алгебры J новую операцию 
умножения формулой 


L'a у = {zay}. 


Обозначим полученную алгебру через J® и назовем 
ее а-гомотопом алгебры J. В силу следствия 2 теоремы 
Ширшова во всякой йордановой алгебре справедливо тож- 
дество 


{{{7а2} ау} ат} = {{тах} а {уах}}. 


Но это значит, что ((5:.5)-а И) ах = (5:2) -а(У-а м), т. е. 
/‘“)—йорданова алгебра. 

Допустим теперь, что J специальна и что А — ее acco- 
циативная обертывающая алгебра. Рассмотрим ассоциа- 
тивную алгебру А4А©), представляющую из себя Ф-модуль 
алгебры А с умножением хх.у = хау. Ввиду того, что 
T'a у = {xay} = */, (xay + yax) = М. (Xa Y + УХ 7), мы 
имеем равенство 


(44) — (А). 


Следовательно, гомотоп J® алгебры J есть подалгебра 
в (46) и потому является специальной алгеброй. 

Если алгебра J содержит единицу 1 и а — обратимый 
элемент в J, то в этом" случае а-гомотоп Л“) называется 
а-изотопом. В силу теоремы 5 z., a`! = {raa} = 
= (та) а" + (аа) х — (za™!) а = х. Следовательно, эле- 
мент а" является единицей в изотопе J®. 

Лемма 7. Диля любых а, b EJ 


(Ла aa JEL 


Изотопия является отношением эквивалентности. 
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Доказательство. Для того чтобы доказать, 
что 6-гомотоп а-гомотопа алгебры J есть ее {аба}-гомотоп, 
надо доказать тождество 


(2 {аа} у} = {{xab} ау} + {{vab} az} — ({еау} ab). 
Это тождество является линеаризацией тождества 
{x {aba} т} = 2 {{ха6} ах} — {{хах} ab}, (8) 


которое справедливо в силу следствия 2 теоремы Ширшова, 
так как оно от трех переменных и линейно по 6. 
Транзитивность отношения изотопии следует из дока- 
занной формулы и леммы 6, в силу которой элемент faba} 
является обратимым, если а и b обратимы. Кроме того, 


CK Е J?a) =J, 


и это отношение симметрично. Следовательно, оно является 
отношением эквивалентности. 

Следствие. Изотоп J® пордановой алгебры Л 
специален тогда и только тогда, когда алгебра J cne- 
циальна. 


Пусть D — алгебра с инволюцией d> d и А = 
= diag {а,..., An} — диагональная обратимая матрица 
с симметричными элементами по диагонали, лежащими 
в ассоциативном центре N (D) алгебры D. Рассмотрим 
алгебру матриц D,„. Отображение 


является, как легко видеть, инволюцией в Д),. Через 
H (Da, S4) обозначим алгебру симметричных относительно 
5. элементов алгебры D,. Алгебру H (Da, Se), где 
E — единичная матрица, будем обозначать через Я (D,). 

Теорема 6. Пусть H (D„)— порданова алгебра. 
Гогда отображение ф: X > ХА является изоморфизмом 
изотопа H (2р„)“^? алгебры H (Р») на алгебру H (Dp, SA). 
m Доказательство. Легко видеть, ие ih 
поэтому если X € H (Da), то XA E H (Da, Sa), так как 


(ХА). = A (XAY A = AAX'A = XA. 


Далее, ф (X ©aa Y) = 1/, (XAY + УАХ)А = 
=, (ХА) (Y4) + YA (ХА = XAOYA —9(Х)©Ф(У), 
т.е. ф — гомоморфизм. Так как матрица А обратима, то 
ф — изоморфизм, и теорема доказана. 
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Следствие. Пусть С — алгебра Кэли — Диксона 
над полем Е и А = diag {a;, az, аз}, где а E F. Тогда 
H (С-, S4) — исключительная йорданова алгебра. 


Упражнения 


1. Пусть элемент z йордановой алгебры J с единицей 1 нильпо- 
тентен. Доказать, что в алгебре J найдется обратимый элемент и, 
лежащий в подалгебре, порожденной 1 и z, такой, что и? = 1 — z. 

2 (Маккриммон). Пусть J — йорданова алгебра с едини- 
цей 1 над полем F характеристики Æ 2, каждый элемент которой 
имеет вид ©.1-- 2, где “ЕЁ и = — нильпотентный элемент. Дока- 
зать, что множество нильпотентных элементов алгебры J является 
идеалом. 

Осборн [163] доказал несколько более общий факт, а именно: 
если в йордановой алгебре J с единицей всякий элемент либо обра- 
тим, либо нильпотентен, то множество нильпотентных элементов 
этой алгебры образует идеал. 


$ 3. Ввазирегулярный радикал 


В классе ассоциативных и в классе альтернативных 
алгебр квазирегулярный радикал — единственный радикал, 
у которого и радикальный и полупростой класс удовлет- 
ворительно описаны. Естественно ожидать, что соответ- 
ствующий аналог этого радикала в классе йордановых 
алгебр тоже будет обладать хорошими свойствами. Квази- 
регулярный радикал в классе йордановых алгебр был 
построен Маккриммоном в 1969 г. [124] и действительно 
обладает рядом хороших свойств. Тем не менее о полу- 
простом классе этого радикала до сих пор ничего не изве- 
стно. Недавно Осборн [165] установил, что квазирегуляр- 
ный радикал йордановой алгебры может не совпадать 
с пересечением ядер неприводимых представлений этой 
алгебры, однако надежды на хорошее описание полупро- 
стого класса квазирегулярного радикала все равно 
остаются. 

Элемент а йордановой алгебры J называется квазирегу- 
лярным, если существует такой элемент b Е J, что в алгебре 


71" = Ф.1 + J, полученной формальным присоединением 
к J единицы, элемент 1 — а обратим с обратным элемен- 
том 1 — b. Элемент b называется квазиобратным к эле- 
менту а. Так как у обратимого элемента йордановой 
алгебры имеется только один обратный элемент, то и у KBA- 
зирегулярного элемента квазиобратный также единствен. 
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Теорема 7. Следующие условия для элементов а u b 
йордановой алгебры J эквивалентны: 

а) а квазирегулярен с квазиобратным b; 

6) D квазирегулярен с квазиобратным а; 

в) справедливы соотношения 


a- — аб =0, 
| (a, а, Ь) =0; 


г) справедливо соотношение 
ато — ав =0 


и подалгебра, порожденная элементами, а и b, сильно acco- 


циативна. 
Доказательство. Эквивалентность а) => 6) 


следует из леммы 4. 
а) <> в). Распишем соотношения (1 — а) (1 — В) =1 
и (1 — а)? (1 — b) = 1 — а. Получим соотношения 


a + b — ab =0, 
—a — b + а? + 2ab — a?b = 0. 


Преобразовав второе соотношение дважды с помощью nep- 
вого, получим 0 = —а— b + а? + 2ab — a?b = а? + ab — а?6 = 
—=а (a + b) — а? = a (ab) — а? = — (а, а, b). Таким образом, 
эквивалентность условий а) и в) доказана. 

а) = г). Так как сильная ассоциативность подал- 
гебры А, порожденной элементами а и 6, эквивалентна 
коммутативности алгебры R! (А), достаточно доказать, что 

J 

некоторая система порождающих алгебры А` (А) состоит 
из попарно коммутирующих элементов. В силу предло- 
жения 3.2 и того, что аб = а + b, множество {А., Re, Во», 
J | 
R} порождает А“ (А). По теореме 5 подалгебра, порож- 
денная элементами 1 — аи 1 — b, является сильно acco- 
циативной, поэтому 


[1 , R,] == А-а, В: -ь]| = 0, 
[Ra, Rye] == = [Rici Ra -l "m [Ra, Вь| = 0. 


Аналогично имеем 


[В сз, Вь| == 0. 
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Далее, 
[Аа2, Roe] = [Аа-а)?, Ва-ь?]-2[В., Re] + 
+2 [№, В —4[В., Вы =0. 


Мы доказали, что элементы множества {Ra, Ro, Ra, Въ} 


попарно коммутируют. Следовательно, алгебра В” (А) 
коммутативна, а это значит, что подалгебра Á сильно 
ассоциативна. 

Импликация г) = в) очевидна. 

Теорема доказана. 

Следствие. Если в алгебре J имеется единица 1, 
то элемент а квазирегулярен, с квазиобратным, элементом b 
тогда и только тогда, когда 1 — а обратим с обратным 
1 — b. | 

Это следует, например, из пункта в) теоремы 7. 

Алгебра называется квазирегулярной, если каждый 
ее элемент квазирегулярен. Идеал называется квазирегу- 
лярным, если он квазирегулярен как алгебра. 

Предложение 3. Пусть Г — идеал алгебры J 
и а — квазирегулярный элемент с квазиобратным, элемен- 
том b. Тогда, если а Е I, то и БЕГ. Всякий идеал квази- 
регулярной алгебры квазирегулярен. 

Доказательство. Первое утверждение oue- 
видно, ввиду теоремы 7, в). Второе же следует из первого. 

Лемма 8. Пусть элемент а принадлежит в квази- 
регулярному идеалу I алгебры J и и — обратимый sne- 
мент в Л". Тогда элемент и — а также обратим. 

Доказательство. По nemme 6 элемент u — а 
обратим тогда и только тогда, когда {(и — а) 1 (и — а)} = 
= (и— а)? обратим. Обратимость элемента (и — а)? экви- 
валентна обратимости элемента (и — а)? U,„-ı. Рассмотрим 
этот элемент. Имеем 


(и — а)? Un- = (u? — 2аи + а U,- = 1 — а’, 


где элемент а’ = (2аи — а?) U,- принадлежит Г. Поэтому 
элемент (и — а)? U,„-ı обратим, а вместе с ним и элемент 
и — а. Лемма доказана. 

Лемма 9. Сумма двух квазирегулярных идеалов есть 
квази регулярный идеал. 

Доказательство. Пусть Ки L — квазирегу- 
лярные идеалы алгебры Л. Рассмотрим произвольный 


364 РАДИКАЛЫ ИОРДАНОВЫХ АЛГЕБР [DJI 44 


элемент а = k + l идеала А + L и докажем, что он квази- 
регулярен. Действительно, 1 — а = (1 — №) —[ эле- 
мент l принадлежит к квазирегулярному идеалу L, а эле- 
мент 1 — k обратим. По memme 8 элемент 1 — а также 
обратим, но это и означает квазирегулярность элемента 4. 
Лемма доказана. 

Лемма 10. Пусть ф: Л — JII — некоторый гомо- 
морфизм алгебры J, а J и а — образ элемента а при 
гомоморфизме ф. Гогда, если а квазирегулярен, то и а тоже. 
Если а квазирегулярен и [Г — квазирегулярный идеал, 


то а квазирегулярен. 


Доказательство. Если а квазирегулярен 
с квазиобратным 6, то а будет, очевидно, квазирегулярным 
с квазиобратным b = ф (b). 


Пусть теперь а имеет квазиобратный элемент си Г — 
квазирегулярный идеал в J. Множество Г будет идеа- 
лом ив /*. B фактор-алгебре J#* = /#/Т имеем соотно- 
шение (4 — с)? Uiz —=1 и, переходя к прообразам, полу- 
чим (1 — с)? U = 1 — z, где x € I. Так как Г квази- 
регулярен, то 1 — х — обратимый элемент, и в силу 
леммы Ô элемент Í — а также обратим. Следовательно, 
а квазирегулярен, и лемма доказана. 

Пусть теперь J — произвольная йорданова алгебра. 
Обозначим через 7 (J) сумму всех квазирегулярных идеа- 
лов алгебры J. Ввиду леммы 9, этот идеал будет квази- 
регулярным. Кроме того, по лемме 10 фактор-алгебра 
7/% (Л) не содержит ненулевых квазирегулярных идеа- 
лов. Таким образом, мы доказали следующую теорему: 

Теорема 8 (Маккриммон). Класс % krea- 
зирегулярных йордановых алгебр радикален. 


Обратимся к свойствам этого радикала. 

Предложение 4. 4 (Л) =ЛП® (I*). 

Доказательство. Включение Y (Л) = N 
N 2 (J?) верно, так как % (Л) — радикальный идеал 
алгебры J”. Обратное включение также справедливо в силу 
следствия к теореме 7. Предложение доказано. 


Предложение 5. Если для некоторого п >21 
элемент а” квазирегулярен, то и а квазирегулярен. 
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Доказательетво. Элемент а квазирегулярен 


в J тогда и только тогда, когда 1 — а обратим в /*, а это 
в свою очередь по лемме 5 эквивалентно обратимости 
оператора U} -a. Аналогично, а" квазиобратим в том и только 
в том случае, когда (,_ м обратим. Однако по теореме 


Ширшова 


U, n = 01.0 


1 U а! и 


1+a+... +a = Vipap... 
откуда следует, что обратимость оператора П,_ n влечет 


обратимость оператора U-a. В силу вышесказанного это 
означает, что квазирегулярность элемента а” влечет квази- 
регулярность элемента а. 

Предложение доказано. 

Если элемент а нильпотентен, то а” = 0 для некоторого 
п. Так как 0 — квазирегулярный элемент, то по доказан- 
ному а квазирегулярен. 

Заметим, что утверждение, обратное к предложению 5, 
неверно. Так, —1 есть квазирегулярный элемент, так как 
(—1) + Ч, = (—1).1/,, но (—1)? = 1 квазирегулярным 
элементом не является. 

Элемент 4 йордановой алгебры J называется регуляр- 
ным в смысле фон Неймана, если а = U, для некоторого 
LEJ. 

Теорема 9 (Маккриммон). Еслиа — регуляр- 
ный в смысле фон Неймана элемент йордановой алгебры J 
u a€% (J), mo a = 0. 

Доказательство. Допустим сначала, что а Е 
EY (J) u a = uU,, где и — обратимый элемент из J*. 
Тогда по лемме 8 элемент V = и — QU, обратим, и, сле- 
довательно, по лемме 5 обратимым должен быть и опера- 
тор U,. Рассмотрим элемент а0,. Мы имеем 


aU, = a (U, — 20 (u, а0,) + U (а0,,)) = 
= а0, — 2 {ua {uau}} + aU (aU) = 
=4U,„ — 2 {u {aua} и} + aU (aU) = 
= q&4U,„ — 2aU, + aU, = 0, 
так как по тождеству Макдональда 
aU (aUu) = &U„UaUu = UUaUuUaUu = | 
и. {номе О: = aU 
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Так как aU, = 0 и элемент и обратим, то а = 0. В этом 
случае теорема доказана. 

Пусть теперь а = Ua, где х — произвольный элемент 
из /". Имеем 


a= aU p= AU 29] = ОО: = Ох 


где x’ = 20. О, Е Y (Л). Поэтому можно считать, что <% Е 
E€ (Л). Далее, по тождеству (3.47) получаем 


а? = (20) = а@?0 0. = YUa, 


где у = а*0.. Е Y (J). Рассмотрим теперь обратимый эле- 
мент и = 1 — (у — <x) и применим к нему оператор Ua. 
Получим | 


uU, = (1 + xz — y) Ua = а* а- а =a, 


T. e. uU, = а. Но этот случай разобран выше. Отсюда 
следует, что а = 0. 

Теорема доказана. 

Следствие. Радикал $ (J) не содержит идемпо- 
тентов. 

Теорема 10. Если Ф — поле, то всякий алгебраи- 
ческий над D элемент алгебры J, содержащийся в Y (J), 
является нильпотентным. 

Доказательство. Пусть а — алгебраический 
элемент и аб % (J). Тогда Jo = Ф [a] — конечномерная 
ассоциативная подалгебра в J. Рассмотрим цепочку под- 
пространств 


Joo adl > аа Е. 


Ввиду конечномерности подалгебры Jo, найдется такое 
число и, что aJa” =... = а" а 1. Но тогда для 
некоторого <x Е Jo будем иметь 


откуда по теореме 9 4?"*+1 = 0. Теорема доказана. 
Следствие. Bo всякой конечномерной йордановой 
алгебре J над полем Ф радикал ‘9 (Л) является ниль-идеа- 
лом. 
Хорошо известно, что радикал Джекобсона ассоциатив- 
ной алгебры А состоит в точности из собственно квазире- 
гулярных элементов, т. €. таких элементов Z Е А, для 
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которых все элементы QZ (или все 24) квазирегулярны. 
Переформулируем условие собственной квазирегулярно- 
сти в других терминах. 

Предложение 6 (Маккриммон). Элемент 
az ассоциативной алгебры А квазирегулярен тогда и только 


тогда, когда элемент z квазирегулярен в гомотопе А®. 
Элемент z собственно квазирегулярен тогда и только 
тогда, когда он квазирегулярен в каждом гомотопе алге- 
бры А. 

Доказательство этого предложения мы остав- 
ляем читателю. 

Назовем элемент йордановой алгебры J собственно kea- 
зирегулярным, если он квазирегулярен в любом гомотопе 
алгебры J. Маккриммон доказал, что квазирегулярный 
радикал % (J) йордановой алгебры J есть в точности MHO- 
жество РОГ (Л) всех ее собственно квазирегулярных эле- 
ментов. Доказательству этой характеризации квазирегу- 
лярного радикала мы и посвятим остаток параграфа. 

Определим в алгебре умножений йордановой алгебры 
еще один оператор: 


Ту, ‚ = {zyz} =2(В,В, — В.П, + В,,). 


Операторы в алгебре умножений гомотопа J® будут 
обозначаться RY, UY, VO. Операция возведения в квад- 
рат в гомотопе J (а) обозначается 142(@); единица гомотопа 


71“) — через 1“. Из определений вытекает, что 


22° =U, RPL =V, p (9) 
Кроме того, в силу тождеств (7) и (8) 
Vog Vara Ue =U Ua (10) 


Отметим, что в силу леммы ð обратимость элемента 


1 —хв йордановой алгебре /* эквивалентна обратимости 
оператора 


бы бе ОВ, ЧЕ (11) 
На J® оператор U s действует в силу (9) n (10) как 


E — 27. x H О.С... Введем поэтому в алгебре умноже- 
ний произвольной йордановой алгебры J операторы 


To, y = E — У, + О,0.. 
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Для доказательства свойств оператора T} y нам пона- 
добится принцип Кеёхера для йордановых алгебр. Сформу- 
лируем его в удобном для нас виде. 

Принцип ВКёхера. Если неассоциативный мно- 
гочлен f = f (Li, ..., Zn) обращается в нуль во всякой 
йордановой алгебре J с единицей при подстановке в него 
любых обратимых элементов алгебры J, то f является 
тождеством во всех йордановых алгебрах. 

Доказательство. Ввиду предложения 1.9, 
необходимо только заметить, что элементы вида 1 + x, 
где £ нильпотентен, являются в силу предложения 5 обра- 
тимыми. 

Лемма 11. Операторы Ty, y удовлетворяют coom- 
ношениям 


а) Ta = То, х=ЁЕ, Ток, у = Гх, ay» æ € Q; 


6) Ти Г-х, y = Тх, у Гх „у = Tx, xuy =T yug у 2 
В) Г, уО „Гу, «= О (2Гу, х); ) 
r) E «= E EE A 


где w = 2лу — "0... 

Доказательство. Соотношение а) очевидно. 
Соотношения б) и г) могут быть доказаны с помощью след- 
ствия 2 теоремы Ширшова, однако в) так доказано быть 
не может. Применим принцип Нёхера. 

Заметим, что для обратимых д M y 


Ts, y =U U -и= Оулу. (13) 


Действительно, в силу теоремы 5 и соотношений (3.31) 
и (3.34’) имеем 


UUs = 2RR, —U,, y = Fa y? 
Ugia ов, ВИ, У 


Кроме того, в силу (2) UUx- = ОО, = Е. Поэтому 
О --, = ЧО — 20 „О, H ЧО, = Ty, ye Анало- 
гично доказывается и второе равенство. 

Так как в изотопе /< элемент L7! является единицей, 
соотношения (13) можно в силу (10) переписать следую- 
щим образом: 


Г», -U y =U Uk 19) „U (14) 


у* 
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Теперь имеем 


Ty, уТГх, -у — о yU Oy НЕ о ужа —= Uou, =T, хОу* 
Аналогично, 
Tx, уГ-х, у = а Оо «Оу ai 

== yU ки О, a UU o yu Uy == Tyu, у. 


Равенство Гу, „Г-х, у = Tx, уГлх, -y следует из того, что 
T x,y = Гх,-у. Итак, 6) доказано. 

Докажем в). В силу (13) и тождества Макдональда 
для обратимых элементов L, у, Z имеем 


ТОТ a =U Uray Ugl = 
=U (Uxa -yU x) =U (2Т,, x). 


В силу принципа Иёхера в) доказано. 
Соотношение г) следует из в), если положить Z = 1: 


Tx, „Гу, «= О (1Ту, x) =U (1—2ху- у0,) =Е—2ВА,-РОь. 


Лемма доказана. 

Лемма 12. Для элементов x, у йордановой алгебры J 
следующие условия эквивалентны: 

а) x квазирегулярен в J”; 

6) Ту, x обратим на J; 

в) Гу, x сюръективен на J; 

г) 2x — yUx лежит в образе Гу, х; 

д) 2ху — yY U, лежит в образе Ту, x; 

e) 2ху — у?П0.; квазирегулярен в d. 

Если z — квазиобратный элемент к x e J”, то one- 
раторы Ту, хи Ту,г взаимно обратны. 

Доказательство. Если z квазирегулярен в /<” 


с квазиобратным элементом 5, то операторы и. и ОЧ. 
взаимно обратны на (1). Их ограничения Ра м Ра 
на идеале J = J также взаимно обратны. Таким обра- 
зом, а) влечет 6) и, кроме того, доказано заключительное 
утверждение леммы. 

Импликации 6) => в), в) = г) и в) = д), очевидно, 
истинны. Далее, 


10| = (1% — z)? = 1 — 25 yU x. 


24 К. А. Жевлаков и др. 
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Ясно теперь в силу (14), что наличие в образе оператора 
Гу. х элемента 25 — Ух влечет наличие единицы 1“) 


в образе оператора US. „з Что влечет по лемме 5 обра- 


тимость элемента 1% —х в алгебре (/)*, а это в свою 
очередь означает квазирегулярность элемента х в J”. 
Мы доказали, что r); => a). 
a теперь W = 22у — y Uy лежит B образе Гу, xs 
T. е. Zľ}, x = ш для некоторого z E J. Так как 1T}. x = 
= 1 — w, то (1 -- =) Ту, х =1. В силу (128) имеем 


Е = О ((1+ 2) Liy aT n об: X3 


откуда следует сюръективность оператора Гу, х. Ввиду уже 
доказанной эквивалентности 6) <> в), оператор Гу, х 
обратим Ha J. Но тогда обратимо произведение Ty, Uitz = 
= Гу, и оператор И\+,, следовательно, сюръективен 
на J. Это влечет обратимость оператора И\1-,„, а значит, 
и оператора T}, y = Гу„Ош.. Теперь в силу (12г) one- 
ратор И! _„ = E — 29. + Uw обратим на У и, следо- 
вательно, элемент W квазирегулярен. Таким образом, 
д) = e). Из соотношения (412r) следует также, что 
е) = в). Лемма доказана. | 

В процессе доказательства этой леммы мы устано- 
вили, что обратимость оператора Ty, y влечет обратимость 
оператора Гу, x. Это означает, что справедливо следующее 
предложение. 

Предложение 7 (принцип симметрии). 
Элемент qx квазирегулярен в / тогда и только тогда, 
когда у квазирегулярен в Jœ. 

Справедливо также 

Предложение 8 (принцип сдвига. 
Элемент LU} квазирегулярен в J Y тогда и только тогда, 
когда x квазирегулярен в JOY”, 

Доказательство. Нам понадобится тождество 


Макдональда 
| yU (%0,) = 0.0.0, (15) 


и его линеаризация по д: 


yU (20, wU) a YUU x, wUz. (16) 
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Допустим, что z квазирегулярен в JYV? с квази- 


обратным W. Это значит в силу пункта в) теоремы 7, что 
д + w = {x {zyz} w}, 
{{x {zyz} 2} {zyz} w} = {x {zyz} {x {zyz} w3} 
или, что то же самое, 
t F w= yU Ив (17) 
yU,U (yU Ux, w) УС. (£, yU,Us, w). (18) 


Применив теперь к обеим частям равенства (17) оператор 
U, в силу (16) будем иметь 


gU; + wU; = YU Up wUz = YU (Uz ш0.). (19) 


Применяя U, к обеим частям равенства (18), получим, 
ввиду (15) и (16), 


yU (yU (х0.), wUz) = yU (xUz, yU (*0., шО.)). (20) 


Равенства (19) и (20) можно переписать следующим oôpa- 
зом: 
xU, + WU, = (£U ;) -y (шО,), 
(ео "9 (WU) i (zU) “y [(хО,) у (wU ,)] , 


HO это в силу теоремы 7, в) означает, что LU, квазирегуля- 
рен в гомотопе /% с квазиобратным wWU,. 

Обратно, если xU, квазирегулярен в JY, то в силу 
принципа симметрии у квазирегулярен в /””?7, откуда 
по доказанному выше yU, квазирегулярен в /. При- 
менив еще раз принцип симметрии, получим, что Z квази- 
регулярен в 199. 

Предложение доказано. 

Ввиду леммы 12 и принципа симметрии, множество 
РОГ (J) собственно квазирегулярных элементов алгебры J 
можно охарактеризовать тремя следующими способами: 


РОГ (J) = {z | Т.,. обратим для всех x E J}= 
= {z | Ta, x обратим для всех хЕ/} = 


= {z | # (0%) = JO}. (21) 
24% | 


372 РАДИКАЛЫ ИЙОРДАНОВЫХ АЛГЕБР (ГЛ, 14 


Следующая лемма оправдывает нашу терминологию. 
Лемма 13. Всякий собственно квазирегулярный sne- 


мент квазирегулярен. 

Доказательство. Пусть z Е РОГ (Л). Еслив J 
есть единица, то все очевидно: Z квазирегулярен в J”, 
т.е. BJ. В общем случае легко видеть, что элемент Z? KBA- 
зирегулярен, так как оператор 


(7, — „2 = А — 22.» -+ U, = NVa + == Те 


обратим Ha J. В силу предложения 5 элемент Z также квази- 


регулярен. Лемма доказана. 
Нам удобно будет рассматривать теперь только алгебры 


с единицей. Для этого нам нужна 
Лемма 14. Для всякой иордановой алгебры J имеет 


Место равенство 
РОГ (J) = РОГ (/*) QJ. 


Доказательство. Пусть #6 РОГ (/*) NJ. 
Тогда для любого xz €J этот элемент квазирегулярен 
в (J#)®. Так как J является идеалом в (1*)®, то в силу 
предложения 3 квазиобратный элемент W K Z B (/*)®) лежит 
в J. Это значит, что Z квазирегулярен в J® для любого 
ХЕ, т.е. z Е РОГ (J). 

Пусть теперь 5 Е РОГ (Л). Покажем, что для любого 
x' € J? оператор Г»... обратим на 7. В силу соотно- 
шений (126) имеем 


Tye D z= Ту, 2 


откуда в силу обратимости последнего оператора на J сле- 
дует сюръективность Tw: на У. В частности, элемент 
25 —х'И, лежит в образе Txw z, откуда в силу леммы 12 
z квазирегулярен в (/*)“Э, т. e. z Е РОГ (/*). 

Лемма 15. РОГ (Л) = РОТ (1?) для любого гомо- 
топа 1. | 

Доказательство очевидно, так как в силу 
леммы 7 всякий гомотоп гомотопа есть снова гомотоп: 
Ле — тиб 

Лемма 16. Если J — порданова алгебра с единицей 
и z Е РОТ (J), то элемент и — z обратим для любого 
обратимого элемента и. 
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Доказательство. Элемент и является едини- 
цей в изотопе J®, rge = и-!. Так как Z квазирегулярен 
в J®, to u —z = 1® — 5 обратим в /®. Это эквива- 
лентно тому, что оператор 0“, = 0,0,_, обратим. 
В силу обратимости v оператор И, обратим. Следова- 
тельно, обратим оператор U,„-z, а это эквивалентно обра- 


тимости U — Z B 

Следствие. Пусть z — собственно квазирегуляр- 
ный элемент произвольной йордановой алгебры J. Тогда 
элемент и — z обратим в (1) для любого обратимого 
элемента и алгебры (Л®)#. 

Доказательство. По nemme 15 z Е PQI(J®), 
а по лемме 14 z E РОГ ((Jœ®)*). Теперь остается применить 
лемму 16. 

Теорема 11 (Маккриммон.. Я (J) = РОКУ) 
для любой йпордановой алгебры J. 

Доказательство. Если зд Е % (J), то для любо- 
го x EJ элемент 22х — 220, квазирегулярен в J, а это 
в силу леммы 12 означает, что Z квазирегулярен в JO, 
т. e. z Е РОГ (Л). Итак, %# (Л) = РОГ (Л). 

Остается доказать, что РОТ (J) — идеал. То, что 
множество РОТ (J) замкнуто относительно умножений 
на скаляры, следует из (12а) и (21). Докажем, что РОТ (J) 
замкнуто относительно сложения. Пусть z, у Е РОГ (J). 
Тогда в алгебре (/‘)* элемент 


19 — (ву = (а) у 


обратим в силу следствия леммы 16, а это значит, что 
x + у квазирегулярен в JO. В силу произвольности 
элемента 2 имеем x + y €E PQI (J). 

Далее, если x € PQI (J) n y E€ J, то для любого z ЕЛ 
элемент х квазирегулярен в Лу, откуда B силу прин- 
ципа сдвига имеем квазирегулярность элемента LU, 
во всяком гомотопе /®, т.е. xU, Е РОГ (J). В силу 
предложения 4 и леммы 144 мы можем считать, что в алге- 
бре J есть единица. Но тогда 


ху = 1/, (2U „41 — tU, — 2) ЕРОГ (J), 


и мы доказали, что множество РОГ (J) — идеал. Теорема 
доказана. 
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Упражнения 


1. Элемент a ассоциативной алгебры А квазирегулярен тогда 
и только тогда, когда он квазирегулярен в AH. Верно также, что 


Я (А) = У (40°). 


Указание. Воспользоваться предложением 2 и упражне- 
нием 3.41.5. 

2 (Маккриммон). Пусть А — ассоциативная алгебра 
с инволюпией жи H = H (А, +). Доказать, что если элемент а ЕН 
квазирегулярен с квазиобратным 6, то 6 Е Н. Показать, что элемент 
а E А квазирегулярен тогда и только тогда, когда элементы а +- а*— 
— аа* n a + а* — a*a оба квазирегулярны. Установить равенство 


$ (Н)=НПЯ (А). 
3 (Ловер). Пусть J — йорданова алгебра и z €J. Тогда 
$ (160) = {| 20% ЕЯ (J)} 


$ 4. Наеследетвенность радикалов 


Мы начнем со следующей теоремы. 

Теорема 12 (Слинько). Пусть Л — йорданова 
алгебра, I — идеал в Л, М — идеал в I и фактор-алгебра 
ИМ не содержит ненулевых нильпотентных идеалов. 
Гогда М — идеал в J. 

Докажем сначала в условиях теоремы 12 ряд лемм. 

Лемма 17. М2 = М. 

Доказательство. Докажем, что М-Н М2Л/М -- 
тривиальный идеал в алгебре I/M. Для этого достаточно 
показать, что (ЛМ?) Г = М. Так как M? — это Ф-модуль, 
натянутый на квадраты элементов из M, то достаточно 
доказать, что (т?а) i Е М для любых т Е М, а У, Е Е Г. 
(Этот прием на протяжении доказательства теоремы 12 
мы ‘будем использовать в дальнейшем без оговорок.) 
Запишем теперь основное йорданово тождество в виде 
(12, у, x) = 0. Линеаризуя его, получим 


(zy, z, t) + (zt, z, y) + (yt, z, x) =0. (22) 
Имеем теперь B силу (22) 
(ma) i = т? (ai) + (m, a, i) = m (в) —2(тьа, m) E€ M. 


Ввиду отсутствия B I/M тривиальных идеалов, M?S = М. 
‘Лемма доказана. 
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Лемма 18. М + cM — подалгебра в J для любого 
элемента х ЕД. 

Доказательство. Пусть т, nce M. В силу 
предыдущей леммы (тп) хе М. Поэтому соотношение 
(3.22) влечет 


(xm) (хп) = 
— 5 {— 1? (mn)+[(zm) s] п-- (ап) т-Ех[(тп) 6 М--хМ. 


Лемма доказана, и одновременно установлено, что 
для любого x Е J в условиях теоремы 12 


(ат) (зп) = 5-[(тп) |+ (mod М). (23) 


Лемма 19. Cy = М + M + (1M) I — идеал в I для 
любого x E€ J, такой, umo Cè < M + xM. 

Доказательство. Ввиду леммы 18, достаточно 
показать, что ((2М) Г Г = М + #М. Пусть т Е М, i, j€ 
Е Г. Тогда в силу (3.22) имеем 


[(zm) il į = — E(zj) il m — x [(mj) il + (ат) (ij) + 
+ (xi) (mj) + (xj) (mi) = т’ + xm” + (ат) (ij), 
где т’, m” € М. Преобразуем (xm) (ij) согласно (22): 


(zm) (ij) = z т (ij)] + (£, m, ij) = 
= z [т (ij) — (i, m, zj) — (j, m, xi) €E M + xM. 


Лемма доказана. 

Лемма 20. Для любых x, y E€ J имеют место вклю- 
чения: 

а) (IM) М) х = М; 

6) (1?) х = M; 

в) (ZM?) М) 2) x = M; 

г) (M?y) x = М; 

д) (((M°MP) у) z) 1 = М; 

e) ((1/2х) 5) х = М. 

Доказательство. Пусть Ё Е Г, т, ПЕМ. 

а) В силу тождества (3.22) получаем 


[(im) n] x = — [(ix) n] т — i [(mz) п] + (т) (nz) + 
+ (in) (mx) + (ix) (mn) € M. 
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6) В силу тождества (3.24) имеем 
(im?) x = —2 [i (mz)| т + (ix) т? + 2 (im) (xm) Е М. 


Применяя а), 6) и тождество (3.22), докажем теперь 
пункты в) и г): 


(((im?) n) 2) £ = — (((im?) 2) 2) п — (im?) ((пз) 2) + 
+ ((2т?) п) x? + 2 ((im?) x) (nz) Е М, 


(у (m?n)) = = 
= —2 (ут) п) т) z + ((уп) т?) z + 2 (ут) (тп) z € М. 


д) В силу тождества (3.24) получаем 


(((т?п?) у) £) х = —2 (((т? (пу)) n) z) £x + 
+ (((т?у) п?) x) x + 2 (((т?п) (пу)) х) z. 


Первое слагаемое правой части лежит в М по в), второе 
и третье лежат в М по г) ив силу того, что M? — иде- 
ал в Í. 

е) В силу г) и тождества (3.22) имеем 


((113х) x) x = (МЗх) д? + МЗ = М. 


Лемма доказана. 

Доказательство теоремы 12. Пусть М 
не является идеалом в J. Тогда существует элемент x Е Л 
такой, что хМ < М. В этом случае C/M — ненулевой 
идеал в I/M. Покажем, что (С ./М)® = (0), т.е. что 
идеал С„/М разрешим индекса < 3. Так как по memme 19 
C? <= М-=хМ, для этого достаточно доказать, что 
(М)? (М)? = М. 

Из сравнения (23) следует, что каждый элемент из (1M)? 
представляется в виде линейной комбинации элементов 
вида (т?) x и элементов из M. По nemme 17 т?х Е М, 
пох Е М для любых элементов т, n E€ М, так что, при- 
меняя еще раз (23), получим 


(т?) 2) (nx) 2) =$ (mx) (n?x)) 2) ® (mod М). 


Отсюда следует, что каждый элемент из (1M)? (LMY? пред- 
ставляется в виде линейной комбинации элементов из М 
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и элементов вида (((M°<x) (п?х)) x) x. Покажем, что послед- 
ние лежат в M. В силу (3.24 


(mx) (n?x)) z) £ = 
=—5 (m?n?) 22) 2) x + (((m? (n?a)) 2) 2) z+- (((т?л?) n?) 2) z. 


Первое слагаемое принадлежит М по nemme 20, д), второе 
по лемме 20,е) и третье по nemme 20, г). 

Итак, мы доказали, что (C,/M)® = (0). Однако 
по лемме 4.4 фактор-алгебра I/M не содержит ненулевых 
разрешимых идеалов. Следовательно, C/M = (0) и cM = 
= CS М. Но это противоречит выбору элемента L. 

Теорема доказана. 

Радикал Я в классе алгебр Я называется наднильпо- 
тентным, если все нильпотентные алгебры из ® являются 
Я-радикальными. 

Следствие]. Всякий наднильпотентный радикал 
Я в классе йордановых алгебр удовлетворяет условию (H). 

Доказательство. Допустим, что в Я-полу- 
простой йордановой алгебре J идеал I не Я-полупрост. 
Тогда „Я (Г) Æ (0) и по теореме 12 „Я (Г) — идеал в J. 
Но тогда он содержится в „Я (J), а это — нулевой идеал. 
Противоречие. Следствие доказано. 

Недавно Никитин доказал утверждение следствия 1 
для произвольного радикала в классе йордановых 
алгебр [161]. 

Следствие 2. Радикалы L, K, M, A, % в классе 
йордановых алгебр являются наследственными. 

Доказательство. Все перечисленные радикалы 
наднильпотентны и, ввиду следствия 1, удовлетворяют 
условию (Н). В силу теоремы 8.3 остается доказать для 
этих радикалов условие (С), т. е. что идеал радикальной 
алгебры радикален. Для радикалов £, S, % этот факт 
тривиален. Условие (С) для радикала Андрунакиевича 
доказывается так же, как следствие леммы 8.13. Дока- 
жем условие (G) для радикала Маккриммона. 

Пусть Г — идеал в J, M (Л) = Ли M (Г) =Е Г. По Teo- 
peme 12 M (Г) — идеал в J. Профакторизовав по о (Г), 
можно считать, что M (J) = J, AM (Г) = (0). Докажем 
теперь, что Г 4 (Л) = (0), отсюда будет следовать, что 
I = (0). Пусть z E€ (J) — некоторый абсолютный genn- 
тель нуля. Для произвольного элемента i E J элемент 
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zU; — абсолютный делитель нуля в Г. Ввиду оЛ-полупро- 
стоты /, имеем zU; = 0 для всех iI. Тогда {izj}= 


-= 5 (20 :—20:—20))=0 для любых i, | ЕГи, следова- 
тельно, 

{IA (J) I} = (0). 
Если бы идеал Г Q AM (J) был отличен от нуля, то в силу 
тождества (ab) c = >. {абс} + = {bac} он был бы ниль- 


потентен индекса 3, что противоречило бы о„Л-полупро- 
crore Г. Следовательно, ГГ] AM, (Л) = (0). Этот факт служит 
основанием для последующей индукции. 

Предположим, что Г N Ив (Л) = (0) для всех nopan- 
ковых чисел В < @а. Тогда, если © — предельное поряд- 
ковое число, то очевидно, что Г Г] Ma (J) = (0). Если a 
не является предельным, то My (Л) есть Ф-модуль, порож- 
денный всевозможными элементами 5 Е. такими, что 
JU, = Ma- (J). Пусть z — некоторый элемент такого 
сорта. Рассмотрим zU;, где i — некоторый элемент из Í. 
В силу тождества Макдональда и предположения индукции 


JU (zU;) = ЛО:0.,0; = ГП Aa- (Л) = (0), 


но I не содержит абсолютных делителей нуля и, следо- 
вательно, ZU; = 0 для всех i€. Теперь аналогично 
доказательству индуктивного предположения получим, что 
I N Ma (J) = (0). 

Следствие доказано. 
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ГЛАВА 15 


СТРУКТУРНАЯ ТЕОРИЯ ИЙОРДАНОВЫХ АЛГЕБР 
С УСЛОВИЕМ МИНИМАЛЬНОСТИ 


Развитие структурной теории йордановых алгебр шло 
в основном теми же путями, что и развитие структурных 
теорий ассоциативных и альтернативных алгебр. Были, 
однако, в этом развитии и особенности. Так, после того, 
как Албертом были изучены конечномерные йордановы 
алгебры, долгое время оставалось непонятным, какие под- 
множества в йордановых алгебрах являются аналогами 
односторонних идеалов. Это стало ясно в 1965 г. после 
введения Топпингом понятия квадратичного идеала. 
В 1966 г. Джекобсон рассмотрел невырожденные йорда- 
новы алгебры с условием минимальности для квадратич- 
ных идеалов и доказал для них теорему, аналогичную 
теореме Веддерберна-Артина о полупростых артиновых 
ассоциативных алгебрах. Однако его классификация про- 
стых алгебр была неполна: не были описаны алгебры 
с делением и простые йордановы алгебры емкости 2. 
Алгебры емкости 2 впоследствии описал Осборн. Вопрос 
об описании йордановых алгебр с делением в настоящее 
время не решен. 

Так как невырожденные йордановы алгебры есть в точ- 
ности о/-полупростые алгебры, возник вопрос, не будет ли 
в йордановой алгебре J с условием минимальности для 
квадратичных идеалов радикал «Л (J) нильпотентен. Ответ 
на этот вопрос оказался положительным. В 1972 г. Слинько 
доказал, что радикал % (Л) (и тем более M (J)) нильпо- 
тентен в случае, когда алгебра J специальна. Ограничение 
специальности в этой теореме недавно снял Зельманов. 

Ранее Морган доказал, что в йордановой алгебре с усло- 
вием минимальности для квадратичных идеалов всякий 
нильпотентный идеал конечномерен. 
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Таким образом, структура йордановых алгебр с усло- 
вием минимальности оказывается вполне определенной 
с точностью до алгебр с делением, так же как и в ассоциа- 
тивном случае. 


$ 1. Ввадратичные идеалы 


В этом параграфе йордановы алгебры рассматриваются 
над ассоциативно-коммутативным кольцом Ф, содержа- 
щим элемент 1/2. 

Пусть J — йорданова алгебра. Подмодуль О в J назы- 
вается квадратичным идеалом, если ЛО. = Q для всех 
q E€ Q. Ясно, что всякий идеал в J является квадратичным 


идеалом: обратное неверно. Если J = А“) для некоторой 
ассоциативной алгебры А, то квадратичные идеалы алгебры 
J — это такие Ф-подмодули О в A, что qAq S Q для 
всех q E Q. В частности, все односторонние идеалы алгебры 
А являются в Át? квадратичными идеалами. 

Пусть О— квадратичный идеал в J и qi, 92 ЕО. Тогда 
для любого aE J имеем aUq,, q, = t/a (аОч,+а,—-а0О‹.—аОд,) E 
ЕО. Это значит, что УЛОц,, а, = О. Если в алгебре есть 
единица, то О является подалгеброй, так как 0.95= 
= {9.192} E€ Q. В общем случае это не так. Однако в силу 


соотношения — (4192) q3 = */2 {919293} + */2 {929193} можно 
утверждать, что Q? = Q 


Пусть О— квадратичный идеал алгебры J и ac. 
Тогда в силу тождества Макдональда для любого qEQ 


JU (qU) = 0.00. = QU.. 


Это значит, что множество QU, является квадратичным 
идеалом. В частности, /И,— квадратичный идеал.Он назы- 
вается главным ввадратичным идеалом, порожденным, INE- 
ментом а. В силу линеаризованного тождества (3.47) 
имеем 


{aza} {aya} = {а {газу} а}. 


Отсюда можно заключить, что главный квадратичный 
идеал всегда является подалгеброй. 

Заметим, что если Z — абсолютный делитель нуля в J, 
то подмодуль Ф.-5 является квадратичным идеалом. 
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Еще один естественный способ получения квадратич- 
ных идеалов заключен в следующей лемме. 

Лемма 1. Пусть J — йорданова алгебра, Г — идеал 
в J u К — идеал в Г. Тогда 

а) KI — идеал в Г; 

6) KI — квадратичньый идеал в J; 

в) цепочка (К, Г), > (К, Г). >... состоит из идеа- 
лов алгебры Г и квадратичных идеалов алгебры J. 

Доказательство. Утверждение а) очевидно. 
Для доказательства 6) воспользуемся тождеством 


(у Рио а =0. 
Имеем 
(КГ) (КГ)} = (J (KD) (КГ) +J (KIP = 
= KI + (Л, КГ, КГ) = KI + (К, KI, ГГ) + 
+ (I, КТ, КЛ) = KI, 


т.е. 6) доказано. Утверждение в) следует из а) и 6). 

Лемма доказана. 

Приступим теперь к изучению свойств квадратичных 
идеалов. 

Лемма 2. Если квадратичный идеал О алгебры J 
является подалгеброй, то элемент, q Е О квазирегулярен в J 
тогда и только тогда, когда on квазирегулярен в Q. Кроме 
того, # (J) NQ = Y (Q). 

Доказательство. Пусть q квазирегулярен 
с квазиобратным элементом р. Надо доказать, что р СО. 
В силу теоремы 14.7 имеем 


0=p+q— p] =p +q + (p +da = 
= p + q 9? — (р 4 = p +4 + — РО. 


откуда p = pU, — 4* — q € Q. Этим первое утверждение 
леммы доказано. Второе же очевидным образом следует 
из первого. Лемма доказана. 

Для главных квадратичных идеалов, порожденных 
идемпотентами, играющих в структурной теории важную 
роль, можно утверждать больше. 

Тео ema 14 (Маккриммон). Для любого идем- 
потента e йордановой алгебры J справедливы равенства 


# (JU) = ЛИ. NY) = (7) Ue 
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Доказательство. Последнее равенство оче- 
видно. Докажем первое. Заметим сначала, что включение 
в одну сторону нами доказано в предыдущей лемме. Пусть 
z€ F (ЛО.). Тогда по теореме 14.11 z квазирегулярен 
в любом гомотопе (Л0.)“°° алгебры JU.. В частности, 


Z квазирегулярен в любом гомотопе JY) алгебры J. 
В силу принципа сдвига мы получаем квазирегулярность 
элемента 20, в любом гомотопе J. Но так как Zz = 
= zU., по теореме 14.11 z Е 9 (Л). Это дает нам включе- 
ние 9% (JU. SJU, N 7 (J). Таким образом, обратное 
включение также доказано, а вместе с ним теорема. 

Удобным достаточным признаком наличия идемпотента 
является 

Лемма 3. Пусть О — ненулевой квадратичный идеал 
йордановой алгебры J,a Е Qu QU, = Q. Тогда О содержит 
идемпотент. | 

Доказательство. Пустьс Е О такой, что cU, = 
= а. Тогда в силу тождества (3.47) а? = a°U,U, ЕО. 
Обозначим для q Е О через Ug ограничение оператора Ug 
на О. Тогда в силу тождества Макдональда Ua = ООО, 
откуда следует, что U.U, = E. Поэтому для f = а?0, 
имеем 


f = fU; = a° U.U. UaU aU. = aU, =}. 


Но тогда “№ = f°, и мы имеем две возможности: 1) f? — 
идемпотент, 2) f? = 0. Во втором случае f = P = 0, 
откуда 0 = U; = U,U«aUaU., что дает нам И.П. = 0. 
Но тогда (ОО)? = 0. Это противоречие показывает, что 
второй случай невозможен. Лемма доказана. 

Теорема 2. Йорданова алгебра J не имеет соб- 
ственных квадратичных идеалов в том и только в том 
случае, когда J — алгебра с делением, либо J =Ф-х 
= 0. 

Доказательство. Если J — алгебра с mene- 
нием, то для всякого 0 Æa € J оператор U, обратим, 
и поэтому собственных квадратичных идеалов в алгеб- 
ре J нет. 

Пусть в J нет собственных квадратичных идеалов. Если 
в J имеется абсолютный делитель нуля Z, то D .z — квадра- 
тичный идеал и J = Ф.2. Если же алгебра J невырож- 
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nena, то J = JU, для любого а = 0. Пусть b € таков, 
что bU, = а, тогда U, = О ,U»bUa, а это означает, что 
U, U, = Е. Отсюда следует, что отображение U, Up идем- 
потентно и в силу его сюръективности тождественно. Сле- 
довательно, для каждого а =Æ 0 отображение U, обра- 
ТИМО. 

Заметим, что в силу леммы 3 в алгебре J имеется идем- 
потент e. Тогда (ex — x) О. = 0 для любого x Е J. В силу 
обратимости U, мы имеем ex = х, т. €. е — единица в J. 
Так как единица лежит в образе каждого оператора U, 
при а Æ 0, то по лемме 14.5 каждый ненулевой элемент 
в J обратим и J — алгебра с делением. 

Теорема доказана. 

В свете этой теоремы аналогия между квадратичными 
идеалами йордановых алгебр и односторонними идеалами 
ассоциативных становится более понятной. 


Упражнения 


Во всех упражнениях J — йорданова Ф-алгебра. 

1. Для любого a € J множество Ф-а + JU, — квадратичный 
идеал в J. 

2. Если Т— идеал B J n Q— квадратичный идеал B J, To +- Q— 
квадратичный идеал B J. 

3. Показать, что в алгебре PEP однопорожденные подмодули 
Ф.е;; являются квадратичными идеалами. Доказать, что сумма 
таких квадратичных идеалов может не быть квадратичным идеалом. 

4 (Зельманов). Множество 3 (а) = {x € J | ах = (а, J, x)= 
= 0} назовем аннулятором элемента aE J, а множество å (А) = 
= (A (a) — аннулятором подмножества А = J. Доказать, что 
a€ 


3 (A) — квадратичный идеал B J. 
Пусть, далее, а, bEJ, ASJ. Тогда 


в. ) <= b € 3 (а); 

6) 3 (8 G TU а); 

B) A — ma B J, то и $ (А) — идеал; 
= (©; 

д) an аб = db = 0, то БЕ (а). 


5 (Джекобсон). Если О — минимальный квадратичный 
идеал в J, то имеет место одна из следующих возможностей: 

1) О=Ф.2, где  — абсолютный делитель нуля; 

2) О = ТОц для каждого ненулевого 4 Е О и Q? = (0); 

3) Q =J 0. для некоторого идемпотента e E О и Q — алгебра 
с делением. 

6. Пусть элементы а, b € J таковы, что а? = 0 = b? и 2ab = 1. 
Тогда в J имеется идемпотент e Æ 0, 1. 
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7. (Джекобсон). Пусть J — невырожденная йорданова 
алгебра с единицей 1, содержащая минимальный квадратичный 
идеал. Тогда либо J — алгебра с делением, либо она содержит 
идемпотент e Æ 0, 1. 

Указание. Воспользоваться упражнениями 5 и ô. 


$ 2. Радикальные идеалы йордановых алгебр 
с условием минимальности 


В этом параграфе все йордановы алгебры рассмат- 
риваются над произвольным полем F, характеристики Æ 2. 

Лемма 4 (Маккриммон). Пусть I — квазире- 
гулярный идеал йордановой алгебры J, удовлетворяющей 
условию минимальности для главных квадратичных идеа- 
406, содержащихся в Г. Тогда Г = AM (J). 

Доказательство. В силу наследственности 
радикала Маккриммона достаточно доказать, что Г = 
= о (Г). Предположим противное: I = oÁ (Г). Тогда, так 
как по теореме 14.12 AM (Г) — идеал в J, профакторизовав 
по этому идеалу, мы можем считать, что A/M (Г) = (0), 
т.е. I — невырожденная алгебра. 

Рассмотрим минимальный главный квадратичный идеал 
Q = JU, содержащийся в Г. Тогда для любого 0 Æ q €Q, 
ввиду оД-полупростоты алгебры l, мы имеем JU; Æ (0) 
и, следовательно, JU} = Q. Таким образом, каждый нену- 
левой элемент q Е О регулярен в смысле фон Неймана, 
но таких элементов по теореме 14.9 в квазирегулярном 
идеале / быть не может. Противоречие доказывает лемму. 

Лемма 5 (Морган). Пусть I — разрешимый иде- 
ал йордановой алгебры J с условием минимальности для 
квадратичных идеалов, содержащихся в Г. Тогда идеал I 
нильпотентен и конечномерен. 

Доказательство. По лемме 4.4 для некоторого 
натурального числа п 


Tais a УЛИЕЕ(О), 


где 1"! = (1113. Так как для любого k множество IP 


является идеалом в J, достаточно доказать, что всякий 

идеал L такой, что L? = (0), конечномерен. Действительно, 
k- 1]; [В 

тогда все факторы ПА Ну ИА будут конечномерными, 

а потому и сам идеал / будет конечномерным. Но тогда 

по теореме 4.2 он будет и нильпотентным. 
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Рассмотрим подпространство L°. Так как любой его 
элемент является абсолютным делителем нуля, это под- 
пространство конечномерно: L? =Ё.х +... + EF-zp 
Рассмотрим теперь подпространство L, = L? + L’?J и goka- 
жем его конечномерность. Пусть a, b EJ, x Е L?. Тогда 
по тождеству (3.22) 


2 (ха) (xb) = — (ab) 12 + 2 [(ха) b] x + а (126) = 0 


и, следовательно, (ха) (xb) = 0. Заметим теперь, что TOM- 
дество (3.23) можно переписать в виде 


(т, yt, 2) == (x, У, 2) Е (x, t, 2) y. 
В силу этого тождества для любых хЕ L?, a, БЕЛ 
БО. = 2 [6 (ха)] (ха) = 2 (b, ха, ха) = 
| = 2 (b, x, ха) а + 2 (b, а, ха) х = Q. 


Мы установили, что каждый элемент множества LJ 
является абсолютным делителем нуля и, следовательно, 
dimp 2/ < со. В частности, множества L; конечномерны. 
Так как 


Lys kF a Fena tE a ta Farat d 


то dimp L; < œ. 

В силу тождества (3.22) подпространство Ly — идеал 
B J. Так как в фактор-алгебре J/L; идеал L/L, равен в квад- 
pare нулю, то dimp L/L; < œ, откуда и атеЁ < œ. 

Лемма доказана. 

Лемма 6. Пусть I — идеал йордановой алгебры J. 
Гогда 

а) 8 (Г) = {z EJ |z = (zI) I = (0)} — идеал в J; 

6) если Г’ = Г, то Ann (Г) — идеал в J. 

Доказательство. Пункт а) следует из тож- 
деств (3.23) и (3.24). Пункт 6) вытекает из пункта а). 
Лемма доказана. 

Лемма 7 (Слинько). Пусть L — локально ниль- 
потентный идеал йордановой алгебры J, а Г — минималь- 
ный идеал в J. Тогда, если J удовлетворяет условию munu- 
мальности для квадратичных идеалов, содержащихся в Г, 
то Г = 8 (L). 

Доказательство. Ввиду леммы 1в) цепочка 


О НИ 


25 К. А. Жевлаков и др. 
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состоит из квадратичных идеалов. Пусть k — такое число, 
что (L, Г)ь = (I, Ри =... Если (Г, L) = (0), 
то Г ПЗ (L) = (0) и по nemme 6 Г= 8 (L). 

Пусть (Г, 2)» Æ (0). Тогда множество М квадратичных 
идеалов Q таких, что 1) О = Г, 2) О — идеал в Си 3) 
QL = О, непусто. Пусть P — минимальный элемент в нем. 
Возьмем произвольный элемент р ЕР. Множество pR (L) 
является ненулевым идеалом B L, поэтому в силу леммы Í 
множество Р’= pR (L) Г — квадратичный идеал в J 
и идеал алгебры L, содержащийся в I. В силу локальной 
нильпотентности идеала L и теоремы 4.1 Р”Ър и, cne- 
довательно, Р’с-Р. Так как свойства 1) и 2) для идеала 
P’ n для всех членов цепочки 


и, У ее enua Lj D ura 


выполнены, то эта цепочка может стабилизироваться только 
на нуле, T. e. (Р’, Г), = (0) для некоторого l. Но в этом 
случае мы опять имеем / [|] 8 (L) = (0) и, следовательно, 
T= В (0. 

Лемма доказана. 

Лемма 8 (Слинько). Пусть L — локально ниль- 
потентный идеал иордановой алгебры J, удовлетворяю- 
щей условию минимальности для квадратичных идеалов, 
содержащихся в L. Тогда идеал L нильпотентен и конеч- 
номерен. 

Доказательство. В силу леммы ð достаточно 
доказать разрешимость идеала L. Допустим, что он нераз- 
решим. Тогда цепочка 


LƏLƏ и LM ею АИ 


идеалов алгебры J стабилизируется на ненулевом члене: 
а о 


Так как L? = L, тои L} = L. В силу nemm 6 и 7 заклю- 
чаем, что Ann (Lı) — ненулевой идеал в J. У идеала Гл 
в фактор-алгебре J = J/Ann (Г.) имеется ненулевой 
образ Г.. Пусть Г — минимальный идеал алгебры J, 
содержащийся в L}, и I — его полный прообраз в J. 
Так как Г строго содержит Ann (L), мы имеем IL, Æ (0). 
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Докажем теперь, что IL} = (0); тем самым мы придем 
к противоречию с тем, что L = LẸ}. В самом деле, по лемме 7 


(IL) Lı = Amnn L, Ш Am L, 
поэтому 
(QL) Lı) Lı = (1141) Lı = (0). 


Но теперь в силу тождества (3.23) имеем 


ПА = ((IL,) 21) L4 + (114) L, = (0). 


Лемма доказана. 

Для специальных алгебр мы можем уже доказать 
основной результат данного параграфа. 

Следствие (Слинько). Пусть I — квазире- 
гулярный идеал специальной йордановой алгебры J, удовлет- 
воряющей условию минимальности для квадратичных идеа- 
лов, содержащихся в Г. Тогда идеал Г нильпотентен 
и конечномерен. 

Доказательство. В силу леммы 4 IS M (J). 
Однако так как J специальна, по теореме 14.4 AM (Л) = 
<= £ (J), и наше утверждение следует из леммы 8. След- 
ствие доказано. 

Чтобы избавиться от ограничения специальности, надо 
провести еще некоторые рассуждения, идея которых при- 
надлежит Зельманову. 

Лемма 9. Пусть А — конечнопорожденная ассоциа- 
тивная алгебра над полем F и В — ее идеал конечной kopas- 
мерности. Тогда алгебра B также конечнопорождена. 


Доказательство. Пусть а, ..., ак — порож- 
дающие элементы алгебры А. Без ограничения общности 
можно считать, что А имеет единицу 1. Пусть {и1,..., Un} 


— базис алгебры А по модулю B такой, что и! = 1, и V — 
подпространство, натянутое на элементы этого базиса. 
Имеем соотношения 


а = X œu; НЫ, 
аа. 
UrUs = > Ви; + brs» (1) 
где aP, aN bDi, Ors СБ. Paccmorpum подалгебру С, 
порожденную элементами вида и:бли и и;бг.и,. В силу 


25* 
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соотношений (1) С — идеал в А, так как а;С = С и Са; = 
= C. Индукцией по степени многочлена }(74,..., Lh) 
легко показать, что, каков бы ни был этот многочлен, 


Í (ал, ..., ав) = Èi Урир- с, 


где у, СР, сЕС. Если f(a, ...) 4R) =bEB, TO >i Yot 
ЕБ N V. Таким образом, 


= ВПС 


и алгебра В конечнопорождена, так как идеал С конечно- 
порожден, а подпространство В [| V конечномерно. Лемма 
доказана. 

Лемма 10. Пусть w,  — абсолютные делители нуля 
йордановой алгебры J. Тогда все элементы множества 
ЛО, . являются абсолютными, делителями нуля. 

Доказательство. Заметим, что Uw, „= Ош», 
так что достаточно доказать, что для любого а E элемент 
а0.,+. — абсолютный делитель нуля. Обозначим W -+ 5 
через v. Покажем, что для всех а, b E€ J имеет место 
равенство. 


Ко {avb} v} = 0. (2) 


Действительно, {2 {а0а}0}=2{2{а (5-5) а} #ш}=2 {z {aza} ш}-- 
+ 2{z{awa} w} = 2{{2аз} аш} + 2 {2а{шаш}} = 0. Co- 
отношение (2) следует теперь из полученного COOTHO- 
шения линеаризацией по 4. Заметим, далее, что в силу 
результата Ширшова — Макдональда во всех Йордановых 
алгебрах справедливо тождество 


{{сас} b {сас}} = 2 {{c {acb} с} ас} —{с6 {с {аса}с}}, (3) 


так как оно верно во всех специальных алгебрах. Подстав- 
JAA в (3) элемент V вместо с, мы получим в силу (2), что 


{{vav} b {vav} } = 


а это означает, что 4U, — абсолютный делитель нуля B J. 
Лемма доказана. 

Пусть A — ассоциативная алгебра над полем F харак- 
теристики =Æ 2. Обозначим через` 4“ алгебру, вектор- 
ное пространство которой совпадает с векторным прост- 
ранством алгебры А, а умножение задается формулой 
доб = ab + ba. Легко видеть, что алгебра А“? ийорда- 
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нова. Всякая подалгебра J этой алгебры вкладывается 


изоморфно в алгебру А, где А — ассоциативная алгебра, 
получающаяся из алгебры А введением нового умноже- 
ния: a-b = 2а6. Поэтому J специальна. Эти рассужде- 
ния нам будут нужны в доказательстве следующей 
леммы. 

Лемма 114 (Зельманов). Пусть йорданова 
алгебра J порождается конечным набором абсолютных 
делителей нуля и каждый ее главный квадратичный идеал 
конечномерен. Тогда J нильпотентна. 

Доказательство. Рассмотрим в алгебре ум- 
ножений R (J) алгебры J?” идеал W = {w € ВУЛ | 
dimp Jw < со}. Так как JUa, ь = JUa + JUa + JUs, 
то diMp JUa, ь < © и Ua, b EW для любых”а, БЕЛ. 
Ввиду того, что U,» = АоАь — Rab, отображение 
ф: а-> В. И есть гомоморфизм алгебры J в (А (Л)/И’) «<. 
Таким образом, J? — специальная Йорданова алгебра, 
порожденная конечным числом абсолютных делителей 
нуля. По теореме 14.3 алгебра В (Л)/И’ нильпотентна 
и конечномерна. Так как алгебра R (J) конечнопорож- 
zema, то по nemme 9 W— также конечнопорожденная 


алгебра. Пусть а1, ..., а, — порождающие алгебры J, 
и, ... Us — базис алгебры R(J) по модулю W 
и Ш, ..., Wi — порождающие алгебры W. Тогда R (Л) = 


= W + Ры +... + Fv, и 


n 


t 
J2= X, aR (J) =» F.a; 4 JW = Faw; t X Jwg. 
i i,j ta q=1 


1= 


Отсюда следует, что квадрат алгебры J конечномерен. 
По следствию к теореме 4.3 и теореме 14.2 идеал J? ниль- 
потентен. Следовательно, J — разрешимая конечнопорож- 
денная алгебра, которая по теореме Жевлакова 4.2 ниль- 
потентна. 

©. Лемма доказана. 

Теорема 3 (Слинько-— Зельманов ). 
Пусть Г — квазирегулярный идеал йордановой алгебры J, 
удовлетворяющей условию минимальности для квадратич- 
ных идеалов, содержащихся в Г. Тогда идеал Г нильпотен- 
тен и конечномерен. | 

Доказательство поведем от противного. По теоре- 
ме 14.12 локально нильпотентный радикал £ (Г) идеала I 
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является идеалом B J. По лемме 8 он нильпотентен и конеч- 
номерен. Профакторизовав по нему, без ограничения общно- 
сти можно считать, что Æ (Г) = (0). C3 другой стороны, 
по лемме 4 I = AM (Л). Покажем, что Г, = ГП Z (J) есть 
ненулевой идеал. В силу наследственности радикала Мак- 
криммона I = AM (Г) и алгебра Г имеет абсолютный дели- 
тель нуля Z. Либо JU, = (0) и z — абсолютный делитель 
нуля в J, либо 2 =а0,==0 для некоторого a€ J. 
Но тогда J Uz, = IU, = (0) и 3, — ненулевой элемент 
из l. В обоих случаях Г, Æ (0). 

Пусть z — произвольный элемент из l. Тогда z = 
= Z% +... | Zn, TIe Z; — абсолютные делители нуля в J. 
Рассмотрим главный квадратичный идеал J Up= > U, 

i<j 

В силу условия минимальности и леммы 10 каждое из non- 
пространств JU, z, конечномерно. Следовательно, глав- 


ный квадратичный идеал JU, конечномерен. Тем более 
конечномерен и квадратичный идеал lU, алгебры Гу. 
Теперь в силу леммы?:11 мы можем заключить, что идеал 
Г, локально нильпотентен. Это противоречит тому, что 
L (1) = 0). 


Теорема доказана. 


g 


Упражнения 


1 (Слинько). Пусть J — йорданова алгебра над кольцом 
Ф 5 1/2, Г — ee идеал и I = RB (J). Доказать, что если J удовлетво- 
ряет условию максимальности для квадратичных идеалов, содер- 
жащихся в Г, то идеал [Г нильпотентен и конечнопорожден как 
Ф-модуль. 

Указание. Рассуждать по’ аналогии с доказательством 
леммы 5. 

2 (Зельманов). Пусть J — йорданова алгебра над коль- 
gom Ф 3 1/2 и Г — ее ниль-идеал. Доказать, что если J удовлетво- 
ряет условию максимальности для квадратичных идеалов, содержа- 
щихся в Г, то Г — нильпотентный идеал, являющийся конечно- 
порожденным Ф-модулем. 

Указание. Ввиду предыдущего упражнения достаточно 
показать, что ./ (Г) = (0) влечет Г N B (J) Æ (0). Сначала с no- 
мощью упражнения 4 $ 1 доказать, что M (J) ПГ Æ (0). Затем 
с помощью леммы 11 показать, что Æ (J) ПГ Æ (0). Заключитель- 
ный этап доказательства проводится также с помощью упражне- 
ния 4 $1. 

3. Пусть J — конечнопорожденная йорданова алгебра над 
полем F характеристики Æ 2 и В — ее идеал конечной коразмер- 
ности. Доказать, что В — конечнопорожденная алгебра. 

Указание. Воспользоваться леммой 4.5. 
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$ 3. Полупроетые йордановы алгебры 
с условием минимальности 


На протяжении этого параграфа все йордановы алгебры 
рассматриваются над полем F характеристики = 2. Наша 
цель — определить структуру йордановой алгебры, удов- 
летворяющей условию минимальности, в случае, если она 
полупроста, т. е. не содержит нильпотентных (или, 
что то же- самое, квазирегулярных) идеалов. Ключевую 
роль здесь будет играть тот факт, что полупростая йорда- 
нова алгебра с условием минимальности содержит «доста- 

точно много» идемпотентов. Мы докажем это в следующей 
лемме. 

Лемма 12. Пусть О — квадратичный идеал йорда- 
новой алгебры J с условием минимальности для квадратич- 
ных идеалов. Тогда либо каждый элемент в О нильпотентен, 
либо О содержит идемпотент. 

Доказательство. Пусть z — ненильпотент- 
ный элемент в 0О.”'Рассмотрим цепочку квадратичных 
идеалов’. 


ООО >. 


В силу условия минимальности?О Й (2^) = QU (2*1) =”... 
для некоторого числа k. Квадратичный идеал т (17) 
отличен ” от ‘нуля, так как 22+ — zU (27) € QU (=) 
и, кроме того, QU (2) U (1+1) = QU (x+) — QU (2”). 
По лемме 3 в квадратичном идеале QU (2?) имеется”идем- 
потент. Лемма доказана. 

Рассмотрим теперь йорданову алгебру J с идемпотен- 
том e. Присоединим, если необходимо, к алгебре J фор- 
мально единицу 1. Тогда элементы е и 1 — е удовлетво- 
ряют соотношениям 


e+ 1 — е) =1, е(1- е) =0. (4) 


Поэтому ПИ. +201 H Ui-e = Оь+а-» = E — TOX- 
дественное отображение алгебры JË и для любого эле- 
мента х ЕЛ 


х = О. 2х0... 14-6 4+ х0\-.. 9) 
Введем обозначения: zy = Ос, 21/2 = 2%, 1-е, Zo = О-о. 
Элементы 21, 11/2, Хо лежат в алгебре Л. Определим также 
подпространства Ja = У, Jij = JUs, 41-е, до= 01-е. Ясно, 
что в силу (5) J =J + Ли Ло. 
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Если в ходе доказательства будут фигурировать 
несколько идемпотентов, то мы вместо т; и J; будем писать 
zı (e) и J; (e). 

Заметим теперь, что 


0, = R, (2В,—Е), Ue, 1- = В, (В.Е), 
U,- = (Re — Е) (2R, — E) 
и что в силу тождества (3.25) 
В. (Re— Е) 28. — В) = 0. (6) 
Поэтому 


(Пе ее U a Uod-elia en > О, 1-е’ О-В = 0. 


Отсюда следует, что х,В. = м, i = 0, 1/2, 1. Легко 
видеть теперь, что сумма подпространств J; — прямая: 


J =J, Ф Ji Ф Jo | (7) 
Это разложение в сумму подпространств называется пир- 
совским, разложением, а подпространства J; — пирсовскими 


компонентами. 

Теорема 4 (Алберт. Пусть J — порданова 
алгебра с идемпотентом e. Гогда J раскладывается в npa- 
мую сумму пирсовских компонент 


=. Ф Л!/2 ® Jo, 


где Je = {ЕЛ | хе = irh 1=0, 1/2, 1, причем ФТ, = 
= JUa Jya JUs 1-е, Чо = dS Urg. (единица здесь из 
алгебры 1+). Компоненты Лу и У, являются в J квад- 
ратичными идеалами. Таблица умножения для пирсовских 


компонент такова: 
о 2 
Ji Sdi; J iJo™= (0), Jo S Jo, 
Jod 1/2 E 1/2, Jadi S Jair, 41/2 S Jot da. 


(8) 


Доказательство. Осталось установить только 
правила умножения для пирсовских компонент. В силу 
тождества (3.22) для любых z, y EJ 


(zy) e = (xy) è = —2 (xe) (уе) + 2 ((хе) у) e + 2 (ye). 
Если x €J;, y E€ Jj, это соотношение влечет 
(2i — 1) (zy) e = j (2i — 1) zy. (9) 
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При i = 1 мы получаем, что Л./; =У; а при #=0 
имеем JoJ; <= Jj. Отсюда следуют все соотношения из (8), 
кроме второго и последнего. Но Jio = Ло 44 NJo= (0), 
поэтому остается доказать последнее соотношение. В си- 
лу (3.22) для любых z, y E Jija 


(зу) e) e = — ((ze) e) у — 2 (уе) e) + (zy) e + 
+ 2 (ze) (ye) = (2y) e. 


Это значит, что (zy) + t/a (EY)ye = (ау), + "a (ау). 
Следовательно, (£y)jyo = 0 и zxy = (xy) + (2у),. Таким 
образом, и последнее из равенств (8) доказано. 

Теорема 5 ([Маккриммон). Если Л — порда- 
нова алгебра с идемпотентом e, то 


y (Л) = Л: П% (ФТ), #=0, 1. 


Доказательство. Так как J(e) = JU., 
утверждение в случае i = 1 следует из теоремы 1. Если 
алгебра „/ обладает единицей, то и второе утверждение 
верно, так как Jo (e) = Jı (1 — e). 

Чтобы доказать утверждение для i = 0 в общем слу- 
чае, рассмотрим алгебру /*, полученную формальным 
присоединением единицы 1 k J. Ввиду того, что Jo — идеал 
в J#, мы имеем 


Y (J) =o N YJE = Jo N (JË N Y= Jo N Y). 


Теорема доказана. 

Напомним, что идемпотенты € и f называются ортого- 
нальными, если ef = 0. Идемпотент e алгебры J назы- 
вается главным, если в J нет идемпотентов, ортогональных 
ке. Это равносильно тому, что компонента Jọ (e) не содер- 
жит идемпотентов. 

_ Лемма 13. Всякий ненильпотентный идеал H йор- 
дановой алгебры J с условием минимальности для квадра- 
тичных идеалов содержит главный идемпотенте, для komo- 
рого Но (е) — ниль-алгебра. 

Доказательство. В силу леммы 12 в идеале Н 
имеется идемпотент; обозначим его через ej. Рассмотрим 
компоненту Ho (e1), которая, как нетрудно видеть, является 
в J квадратичным идеалом. Если все элементы в Ну (e1) 
нильпотентны, TO идемпотент E — главный и все дока- 
зано. Если же в Ну (e1) есть ненильпотентный элемент, 
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то в Ну (e1) есть также идемпотент e. Рассмотрим теперь 

компоненту Ну (е, + eo). Так как 1 — e — e, Е JË (e), 

о Hale, +e = HU reize = Но (e). Это включение 

является строгим, так как e, @ Ho (e, + ea). Проделаем 

с Но (e1 + e) те же процедуры, что и с H (ej), ит. д. 
Так как цепочка квадратичных идеалов 


Но (6&1) > Но (е, + e) > 


не может быть бесконечной, отсюда следует, что в Н есть 
главный идемпотент E, для которого Ну (e) — ниль-алгебра. 
Лемма доказана. 

Теорема 6 (Джекобсон). Полупростая йор- 
данова алгебра J с условием минимальности для квадратимч- 
ных идеалов обладает единицей и разлагается в конечную 
прямую сумму простых йордановых алгебр с единицей, 
удовлетворяющих условию минимальности.. 

Доказательство. ‘Пусть H — минимальный 
идеал алгебры J ие — главный идемпотент в H, который 
существует в силу леммы 13. По той же nemme Ho (e) — 
ниль-алгебра и по теореме 5 


$ (H) = Но (e). 


Ввиду полупростоты алгебры J и наследственности квази- 
регулярного радикала, это означает, что Ну (e) = (0). 
Рассмотрим произвольный элемент hyj = {ей (1 —е)} 
из Hja (e). Так как подалгебра, порожденная e и h, 
специальна, вычисляя в обертывающей алгебре, имеем 


= [ей (1 —е) eh (1 —е) + (1—е) he (1 —е) he+ 
ев) йе?й (1 —е) -- ей Te 
= 3 eh (1— e) he = > z {e{h (1—e)h}e}. 
Поэтому для aa элемента х EJ 
xU (hij) = S aU е hU reU iUa = HU nU == (0), 


T. e. hija — eo a делитель нуля B J. По теореме 14.2 
мы заключаем, что hijo = 0 для любого h E€ H и, следо- 
вательно, [H/o (e)? = (0). Из соотношений (8) теперь 
вытекает, что Haja (e) — тривиальный идеал в H. Поэтому 
он равен нулю. 
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Легко заметить теперь, что Jija (e) = Hija (e), поэтому 
H = H, (e) = J, (е) и Jija (e) = (0). Идемпотент e является 
единицей в H и алгебра J разлагается в прямую сумму 
идеалов 


J=H ФК, 


где К = Jo (e). Каждый идеал алгебры H является ngea- 
лом в J, поэтому H — простая алгебра. Очевидно, что 
Н и К удовлетворяют условию минимальности для квад- 
ратичных идеалов. 

Обозначим H через H} и К через K,. Рассмотрим, 
далее, минимальный идеал H, алгебры K. Те же pac- 
суждения, что и выше, дают нам разложение 


/=Н ФН. ® K: 


и т. д. Так как цепочка идеалов А! D К. >... не может 
убывать бесконечно, для некоторого числа $ мы будем 
иметь А’, = (0), т. e. 


7/=Н.ФН.е... ФН... 


Теорема доказана. 

Структуру простых Йордановых алгебр с условием 
минимальности описывает 

Теорема 7 (Джекобсон — Осборн). Пусть 
J — простая йорданова алгебра с условием минимальности 
для квадратичных идеалов. Тогда она — одна из следующих: 

1) J — алгебра с делением; 

2) J — алгебра невырожденной симметрической били- 
нейной формы, определенной на векторном пространстве У 
над некоторым расширением К основного поля, таким, что 
dimg V > 1; 

3) J = H (Da, 94), 20e п>2, u (D, j) есть либо 
AA’, где A — ассоциативная алгебра! с делением, 
j — инволюция, переставляющая компоненты, либо D — 
ассоциативная алгебра с делением, 7 — ее инволюция, либо 
D — расщепляемая алгебра кватернионов над некоторым 
расширением, основного поля, j — стандартная инволюция, 
либо D — алгебра Кэли — Диксона над некоторым pac- 
ширением основного поля, } — стандартная инволюция 
о, 
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Доказательство этой теоремы довольно громоздко, 
оно хорошо изложено в книге Джекобсона [47], где 
мы и рекомендуем его читателю прочесть. 

Особенно просто устроены конечномерные простые 
йордановы алгебры над алгебраически замкнутым полем; 
мы опишем их в упражнениях к этому параграфу. 


Упражнения 


n 
1. Пусть J — йорданова алгебра с единицей 1 = У е;, разла- 
i=1 
гающейся в сумму попарно ортогональных идемпотентов е;. Тогда 
J разлагается в прямую сумму подпространств J g D Jij, где 
<1<)<п 


= {У [тез =}, 
1 
= €J | ze; =rej;= 5 th, 


причем компоненты Jij связаны соотношениями 


TaS Jii Мая Л = Та -ЕТуу, 


ii = ij = 
Ли уу= Ли в = Jij (0), Jijin SE Sik 


где индексы i, j, k, l различны. Это разложение называется пирсов- 
ским разложением относительно системы идемпотентов E = 
== фе цен в}, 

2. Пусть индексы i, j, К, l различны и хра, Yrs) Zt} — про- 
извольные элементы компонент J pg, Jrs, Уи соответственно. Тогда 


2 2 
а) (xijei) tij = (xijej) xij; 
6) (£jkYij) zij + (в) Yi; =Z£jr (урну 
B) (ijs Yjks 261) =0; 


г) (£ijs Ул, Zki) ei =0. 

3. Пусть Н (Da, Sa) — йорданова матричная алгебра. Дока- 
зать, что если п > 4, то D ассоциативна. 

Указание. Воспользоваться упражнением 2B). 

Идемпотент e йордановой алгебры J над полем F называется 
примитивным, если он не разлагается в сумму двух ортогональных 
идемпотентов, и абсолютно примитивным, если каждый элемент 
пирсовской компоненты J4 (e) имеет вид @&-е + z, где «E F uz— 
нильпотентный элемент. 

А. Абсолютно примитивный идемпотент примитивен. 

Пусть теперь Л — конечномерная йорданова алгебра над полем 
Е характеристики Æ 2. 

5. Доказать, что всякий идемпотент еб J (и, в частности, еди- 
ница 1) разлагается в сумму попарно ортогональных примитивных 
идемпотентов. 
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6. Доказать, что минимальный аннулирующий многочлен каж- 
дого элемента пирсовской компоненты J4 (e) для примитивного идем- 
потента е является степенью неприводимого над F многочлена. 

7. Если F алгебраически замкнуто, то каждый примитивный 
идемпотент абсолютно примитивен. 

Поле F впредь будем предполагать алгебраически замкнутым, 
а алгебру J P e 

8. Единица алгебры Jp, разлагается в сумму попарно ортого- 

Ри | 


нальных идемпотентов 1 = 2 e; таких, что J;; = Ё.+е; для всех i. 
1=1 
Указание. Воспользоваться упражнением 2 к $ 14.2, 
а также теоремами 3 и 5. 
9. Пусть z, y€ Jij, i Æj. Тогда 


ху = а (е; + ej), aE. 


Указание. Используя упражнение 2a), доказать это 
утверждение в случае у = х и заметить, что этого достаточно. 

10. Пусть хЕЛ;; Tonal. или £ обратим в Л, (e; + e;) = 
= Ja tJi tjj либо xJ; = (0). В последнем случае z — àôco- 
люЮтТный делитель "нуля BJ. 

11. Если Ji; = (0), то существует и;; Е Jij такой, что 


12. Для любого Lip Е Jip из того, что из, = 0, следует, 
что дд, = 0. 

18. Пусть sij; = dim Л;;. Доказать, что если $;; >O n sip > 0, 
ТО Sij = Sj == $; = 

Пусть теперь Л — простая алгебра. 

14. Размерности всех компонент /;; для i Æ j одинаковы. 

15. Если п = 1, то J = Е.1. Если п = 2, то J = 2.1 V — 
алгебра невырожденной симметрической билинейной формы. 

Указание. B случае п = 2 в качестве У можно взять 
подпространство F (e; — es) + Ул». 

В дальнейшем предполагаем, что n È 3. 

16. Пусть 2;; E Jij. В силу упражнения 9 21; = fij (xij) (eit ej), 
где fij (xij) € F. Доказать, что ];; — строго невырожденная квадра- 
тичная форма на Jij. 

17. fin (2) = fij (tij) fir (Ув). 


п (n— Ро 
18. Существует о элементов е;; EJ;j, i <], таких, что 


2. — .е; = Ee: 
By = е; —|- Ej, 2eijeik = ĉir- 
19. Доказать, что форма fig допускает композицию 


fiz (212) fi2 (Y12) = Fia (8 (L12223) (Y12€13)). 


Указание. а и Ti: 
20. Пусть pij 1 —е; -- е;;. Тогда отображение 
Up = Ор.. есть втоморфизм т. J порядка 2 со следую- 
ij 


щими свойствами: 


398 СТРУКТУРНАЯ ТЕОРИЯ [ГЛ. 15 


а) Uj) меняет местами идемпотенты e; ие; и переводит одно 
в другое подпространства J;; и /;;, а подпространство /;; — само 
в себя; 

6) Uj) тождественно на любом У}; при {i, j} N fk, D = Ø; 

в) Uj) меняет местами подпространства Jip и Ул, при k Æi, j 
и совпадает с2А, на этих подпространствах. 


l 

21. Пусть È = группа автоморфизмов алгебры J, порожден- 
ная автоморфизмами U р. Тогда мы имеем единственный изомор- 
физм л — Un симметрической группы 5, на È такой, что (1) > 
—> Uuj. Мы имеем е;Одл = ejn для всех ф=1,..., пи ЛЕВ. 
Если д и Л’ таковы, что in = и’ n jn = ja’ (Ти j могут быть одина- 
ковы), то л и л’ одинаково действуют на J;j. 

Указание. Для доказательства существования гомомор- 
физма из Sp в È воспользоваться тем фактом, что ядро гомомор- 
физма 0 свободной (п — 1)-порожденной группы с порождающими 
Lo, 23, ..., Zn на Śp такого, что 0 (z;) = (11), есть нормальная 
подгруппа, порожденная элементами 


27, (tje) (apt 


где j, k, l различны. 
22. Пусть D — пирсовское подпространство Jio. Определим 
на этом подпространстве умножение формулой 


x.y = 220Оозу0аз. 


Доказать, что D — композиционная алгебра относительно этого 


умножения, jo — ее единица, d —> а = а0ц.› — ее инволюция. 
Указание. Воспользоваться упражнениями 19 и 20. 


Tij = Ол, i Æj, 


х;; = (тело) ел. 


Доказать, что £;i; = хз и Tij = Tji 
24. Доказать, что 


ii 


2£ijYjk = (2Y)ik 
Указание. Заметить, что в силу определения операции 
умножения в D мы имеем (т-у)12 = 2х1зуз.. Применить к обеим 
частям этого равенства автоморфизм Их, где in = i, 27n = k, 
3n = j. 
25. Доказать соотношения 


хиуи = ((£ + 2) уу, 
(туч) ei = (хп, 


2. — 2 
хи 5 (eF a)i 


Указание. Доказать эти соотношения для i = 1, j = 2, 
а потом применить подходящий автоморфизм Ол. 
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26. Доказать теорему: 

Теорема (А лберт. Всякая простая конечномерная йор- 
данова алгебра над алгебраически замкнутым полем Е тарактери- 
стики, не равной 2, изоморфна одной из следующих алгебр: 

1) Е.1 — основному полю; 

2) Г.1 -|- У — алгебре симметрической невырожденной били- 
нейной формы на векторном пространстве V; 

3) йордановой матричной алгебре H (D ,), где п > 3, D — kom- 
позиционная алгебра, ассоциативная при n >53. 
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ГЛАВА 16 
ПРАВОАЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ 


Наряду с альтернативными алгебрами в математике 
часто встречаются алгебры с более слабыми условиями 
ассоциативности. Важнейшим из этих условий является 
ассоциативность степеней, т. e€. ассоциативность всякой 
однопорожденной подалгебры. Изучение этого обширного 
класса алгебр (он содержит, в частности, все антикомму- 
тативные алгебры) встречает пока непреодолимые препят- 
ствия. Однако некоторые его подклассы, также содержа- 
щие альтернативные алгебры, изучены достаточно хорошо. 
Наиболее интенсивно изучаются правоальтернативные 
алгебры, возникающие при изучении некоторого класса 
проективных плоскостей. В этой главе мы кратко изло- 
жим основные факты о правоальтернативных алгебрах, 
известные к настоящему времени. 


$ 1. Алгебры без нильпотентных элементов 


Алгебра называется правоальтернативной, если она 
удовлетворяет тождествам 


(zy) у = zy’, (1) 

((ху) z) у = а ((у2) y). (2) 

Напомним, что тождество (1) называется тождеством npa- 
вой альтернативности, а тождество (2) — правым тож- 
деством Муфанг. В силу предложения 1.4 во всякой пра- 


воальтернативной алгебре справедливы также линеари- 
зации этих тождеств 


(ху) z + (zz) y = xz (y°-), (1°) 
((xy) 2) t + ((zt) z) y = x ((yz) t + (tz) y). (2°) 
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Если в аддитивной группе алгебры отсутствуют эле- 
менты порядка 2, то правое тождество Муфанг является 
следствием тождества правой альтернативности. В самом 
деле, имеем 2 (yz) у = (Z° y)o y — доу?, откуда в силу (1°) 
и (1) 
2х (уз) yl = z (5°у)°у] — z (2° У?) = 

= læ (zo y)] у + (zy) (z° y) — (12) y? — (xy?) z = 
== [(22) yl y + [(xy) z] y + I(xy) zl y + [(zy) у] z — (xz) у? — 
— (xy?) z = 2 | (zy) z] y 


Заметим, что правое тождество Муфанг эквивалентно 
тождеству 


(1, Yz, y) = (1, Z, У) У. (3) 


Действительно, мы имеем 


0 = [(xy) zl у — х Цу2) yl = (x, у, z) y + (т, yz, у) = 
= (=, у2, у) — (т, 2, у) у. 


Теорема 1. Всякая правоальтернативная алгебра 
является алгеброй с ассоциативными степенями. 

Доказательство. Достаточно доказать, что 
для произвольных неассоциативных слов U; = и; (£), 
i = 1, 2, 3, и произвольного элемента а правоальтер- 


нативной алгебры А верно (ил, Us, из) = 0, где и; = 
—= и; (а). Доказательство будем вести индукцией по сум- 
марной длине d (u) + d (ua) + d (из). В силу того, что 
в любой алгебре имеет место равенство 


(ту, z,  — (£, yz, t) + (z, y, =а (y, 8, И (т, y, 2) 1 


мы можем считать, что и. (x) = x. Далее, в силу индук- 
тивного предположения можно считать, что Ug = х:и.. 
Теперь очевидно, что, ввиду (3), 


(из, Uz, из) = (U1, a'u, а) =0 
Теорема доказана. 
В целях компактного изложения выкладок будем 


использовать обозначения, введенные в обиход Смайли. 
Оператор правого умножения А, обозначим через с’. 


26 К. А. Жевлаков и др. 
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Положим с“ = (са)’ — c'd' и с. = (с4)’ — 4'’с’. Тождества 
(1), (1), (2), (2°) влекут соотношения 
ее == (6). (са + dey) = с 4’ + d'c, 
ий ct + d = 0, 

c'd'c' = [(са) ce, c'd's! + s'd'e = са) 8 + (sd) cel. 

Теорема 2 (Михеев). Bo всякой правоальтер- 
нативной алгебре справедливо тождество (тождество 
Михеева) 

(z, T, y)* mr 


Доказательство. Пусть а, b, с — произволь- 
ные элементы правоальтернативной алгебры А; положим 
q = la, b] и р = (а, а, b). Докажем соотношения: 


р = —аа,, (4) 
aĉa, = 0, ata,  а‘аь = 0, (5) 
apa” = —(q, а, 6)’, (6) 

apa'a? = — (qa, a, bY. (7) 


Соотношение (4) очевидно. Далее, 
а’аь = (ab) (ab) — (ab)' Ба’ — a'b' (ab) + a'b'b'a' = 
-= [(ab) (ab) — [((ab) b) а — (ab) (ab)! — Каф?) a} = 0. 
Вторая часть (5) есть линеаризация первой. Докажем 
теперь (7): 
apa'a? = 
— (а6)’а’ (aby — (aby аа’ — b'a'a' (ab) + b'a'a'a'b' = 
— {[(ab) а] (ab) — Цаь) a°] b — (ba?) (ab) + (ba?) bY = 
— — (qa, а, bY. 
Соотношение (6) доказывается аналогично. Теперь в силу 
(4), (5), (6), (7) 
р (а, а, В) = — аа’ (q, а, В’ = аабаьа? = 0, (8) 
р (да, а, 6) = — аа’ (да, а, 6)' = аа’аа’а?=0. (9) 
Кроме того, справедливы соотношения 


p' =a” —a'a?” = apa — apa’. (10) 
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Докажем только первое: 
р’ = — (а, 6, а)’ = Ца (Фа) — (ab) а! =[а (ba) — a ba = 
— [а (ba) + a'a'b' — a' (ba) — a' (aby = a™ — a'a’. 


Нрименяя последовательно (10), (5), снова (10), (6), (7), 
(8), (9), имеем 


a’ p'p'p' =a" (ara — aa’) (а 
— Aapa (а° — a'a?) (aya — аъа’) = — aapa apa" — 
ait a aaea ma a aa a ad а = 
= — р’аьа’аьаа’ + р'’аьа’а’аьь = — р'аьа’ p'a' + р’аьа’а’ р’ = 
= p' (q, а, b)' p'a'— р’ (qa, a, b) p'= 

= {[p (q, а, 6)] py a'— {Ip (qa, a, b) p} =0. 


Теперь р“ = —аа’р’р’р’ = 0. Теорема доказана. 

Следствие 1 (Клейнфелд). Бсякая право- 
альтернативная алгебра без нильпотентных элементов 
альтернативна. 

Для конечномерных алгебр справедливо гораздо более 
сильное утверждение, принадлежащее Алберту 13, 7]. 
Он доказал, что всякая конечномерная правоальтернатив- 
ная алгебра над полем характеристики, не равной 2, 
не содержащая ниль-идеалов, является альтернативной. 
Это доказательство технически сложно, и мы не будем 
его здесь приводить. | 

Следствие 2 (Скорняков). Бсякая право- 
альтернативная алгебра с делением альтернативна. 

С помощью этого результата Скорняков доказал, что 
выполнение малой теоремы Дезарга на двух прямых про- 
ективной плоскости влечет ее проективное выполнение 
в этой плоскости. 

Вопрос о строении простых правоальтернативных 
алгебр пока до конца не ясен. Тэди доказал, что при неко- 
торых дополнительных ограничениях простые правоаль- 
тернативные алгебры альтернативны [232, 2331. Например, 
это так, если простая алгебра А содержит идемпотент 
e == 0, 1, для которого (e, e, А) = (0). Существовала 
гипотеза, что простых правоальтернативных неальтерна- 
тивных алгебр не существует. Однако недавно Михеев 
[152] опроверг эту гипотезу, построив соответствующий 
пример. Интересно, что алгебра из примера Михеева удов- 


26* 


мы a'a?) (apra — 4a) = 
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летворяет тождеству L? = 0, т. €. является ниль-алгеброй 
ограниченного индекса. Остается надежда, что правоаль- 
тернативные алгебры, не содержащие ниль-идеалов, BCE- 
таки альтернативны. Некоторым основанием для такой 
гипотезы является упомянутый выше результат Алберта. 

Изучим теперь несколько более детально альтернатив- 
ные (а следовательно, и правоальтернативные) алгебры 
без нильпотентных элементов. 

Лемма 1. Во всякой альтернативной алгебре без 
нильпотентных элементов 


(ab) с = 0 <> а (bc) = 0. (11) 


Доказательство. Если (ab)c = 0, то, исполь- 
зуя центральное тождество Муфанг, имеем 


[а (5с)13 = a (%-(а-6с-а) -6с) = а (5с.(аб.са) be) = 
— а ((bc -ab) (са-6с)) = а ((bc -ab) (с-аб-с)) = 0, 


откуда а (65с) = 0. Обратная импликация доказывается 
аналогично. 

Алгебры, удовлетворяющие условию (11), называются 
ассоциативными по нулю; они введены в рассмотрение 
Рябухиным. Легко видеть, что если в ассоциативной 
по нулю алгебре произведение некоторых п элементов 
равно нулю при одной расстановке скобок, то оно равно 
нулю и при любой другой расстановке. 

Лемма 2. Во всякой ассоциативной по нулю алгебре 
без нильпотентных элементов 


аб = 0 <> ba = 0. (12) 

Доказательство. аб = 0-6 (аб) = 0О= 
= (Ба) b = 0 = (ба) b] a = 0 = (6а)* = 0 = ba = 0. 

Лемма 3. Пусть v = v (ti, ..., £n) — полилиней- 


ное неассоциативное слово. Если для элементов ал, аз, ... 
..., An ассоциативной по нулю алгебры А без нильпотент- 
ных элементов V (Qi, Qa, ..., ал) = 0, mo u V ((а1), а, ... 
.... An) = (0), где (a) — идеал, порожденный элемен- 
том цв А. 

Доказательство. Пусть V = 215. и а — upo- 
извольный элемент А. В силу (11) и (12) а (ajaa) = 0 = 
= (аа!) а. = О и (аа!) а = О= а. (ана) = 0 = (аа) а. = 
= 0. Повторяя аргумент, получим (а1)-аз = (0). 
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Проведем индукцию по длине слова v. Пусть d (v) = 
= n œ> 2. Рассмотрим один из возникающих тут слу- 
чаев: и = (ViVa) из. Если z4} входит в Vz, то в силу пред- 
положения индукции доказывать нечего. Пусть zı вхо- 
дит в Vy (рассуждения для Vo аналогичны). Индуктивное 
предположение позволяет нам считать, что а (05) = 
= @ (Va) = 4.. Пусть va = pai Vy = A Tora 


O о ааа 
= v(a, e e3 @т-2) (ав—@в). 
В силу предположения индукции 
(0) —= №1 ((а1), Ч, ...) Ana) (an-14n) me 
=< (v; ((a), Aos e An -2) An-1) ün = V ((a;), Aog ee an), 


что и требовалось доказать. 
Лемма 4. Если’для некоторого полилинейного neac- 


социативного слова V (Lı, ..., Ln) и элементов @а1,..., An 
ассоциативной по нулю алгебры А без нильпотентных 
элементов (а, ..., 4n) = 0, то и для любого однотип- 
ного с и неассоциативного слова и (£i, ..., Zn) верно 
Вбр ЕО B 

Доказательство. U =U (4, ..., An) лежит 
в идеале (a;) для любого i = 1, 2, ..., n. Поэтому B силу 
леммы Ə 0 = ви (и, и, ..., и) = U”, откуда и следует 
утверждение. 


Теорема 3 (Рябухин). Алгебра А является 
подпрямой суммой алгебр без делителей нуля тогда 
и только тогда, когда А — ассоциативная по нулю алгебра 
без нильпотентных элементов. 

Доказательство. Допустим, что А ассоциа- 
тивна по нулю и не имеет нильпотентных элементов. 
Тогда мультипликативный подгруппоид, порожденный 
ненулевым элементом а Е Á, не содержит нуля и по лемме 
Цорна содержится в некотором максимальном подгруп- 
поиде, не содержащем нуля. Обозначим этот группоид 
Ga. Докажем, что la = AN Ga — идеал в А. Покажем, 
что множество /„ замкнуто относительно вычитания. Пусть 
x € Ia. Тогда подгруппоид (Ga, £) содержит 0, и, следо- 
вательно, существует такое неассоциативное слово 
о (£i, ..., Zn) И такие элементы hj, ho, ..., № Е (Ga, 4), 
не все принадлежащие Ga, что V (hi, ... ha) = 0. В силу 
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леммы 4 отсюда вытекает, что g'g = 0 для некоторых 
> 1 г >g € Ga. В силу той же леммы x'g = 0 влечет 
(xg = 0, откуда! получаем 28 = 0. Если у — другой 
элемент из Го, то для него найдется 2’ С Ga такой, что 
уз’ = 0. В ‚силу леммы 2 имеем gzg' = gyg' = 0, откуда 
g(x — уг =0, а ото означает” что х— УСС., 
т.е. х— уЕ/ 

Кроме того, из леммы 3 следует, что х E Г. влечет 
(1) = Ia, так что Г. — идеал в А. 

Алгебра А/Г., как легко видеть, не содержит делителей 
нуля иа 4 Г.. Очевидно, что алгебра А является подпря- 
мой суммой алгебр А/Г., что доказывает теорему в одну 
сторону. В другую сторону доказательство очевидно. 

Следствие (Львов). Бсякая альтернативная 
алгебра без нильпотентных элементов является подпрямой 
суммой алгебр без делителей нуля. 

Ранее Андрунакиевич и Рябухин доказали эту теорему 
для ассоциативных алгебр. 


$ 2. Ниль-алгебры 


Рассмотрим свободную правоальтернативную алгебру 
ВА [X] от множества свободных порождающих X = 
= {21, х.,...}. Элемент алгебры ВА [X] назовем право- 
альтернативным ]-многочленом, если он выражается через 
элементы множества Х с помощью сложения, умножения 
на элементы из D, возведения в квадрат и «квадратичного 
умножения» xU „= (yz) y. Множество всех правоальтерна- 
тивных j- многочленов обозначим через 7н_[Х]. Если 
л — канонический гомоморфизм алгебры ВА [X] на сво- 
бодную ассоциативную алгебру Ass [X], то, очевидно, 
п (fra [X] ) = j [X]. 

Лемма 5. Пусть f =f (Eu reaa СА 
Гогда 


Ао, aa, хп) = 1 (Нах, sai Ry ). 


n 


Доказательство дословно повторяет доказательство 
леммы 9.12, где используется только тождество правой 
альтернативности и правое тождество Муфанг. 

Пусть А — правоальтернативная алгебра и М = 

{т;} — подмножество в А. Обозначим через jra IM] 
множество элементов вида f (Mj, ..., Mp), где} Е jra [X]. 
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Элементы множества jra [М] будем называть 7-много- 
членами от элементов множества М. 

Лемма 6. Пусть в правоальтернативной Ф-алегебре 
А все ]-многочлены от элементов некоторого конечного MHO- 
жества М = Ца, Qo, ..., ак} нильпотентны, причем 
их индексы нильпотентности ограничены в совокуп- 
ности. Тогда подалгебра М* алгебры правых умножений, 
порожденная операторами Ra, Ra,» оз: i нильпо- 


тентна. 
Доказательство. Пусть fEjra lX] u Га, ... 
.. а») = 0. Тогда в силу леммы 5 


G9” (Во. ..› Ra) = Rma, a) = 0. 


ap? 


Таким образом, все ]-многочлены от Ra,» ERE Ra, HAJI b- 


потентны с ограниченными в совокупности индексами 
нильпотентности, откуда в силу следствия теоремы 5.3 
следует нильпотентность подалгебры М*. Лемма дока- 
зана. 

Будем говорить, что подмножество M алгебры А 
правонильпотентно, если для некоторого числа N все 
т.-слова от элементов множества M длины N (а следова- 
тельно, и большей длины) равны нулю. Алгебру назовем 
локально г!-нильпотентной, если любое ее конечное под- 
множество правонильпотентно. 

Теорема 4 (Ширшов). Всякая правоальтерна- 
тивная ниль-алгебра ограниченного индекса локально г\- 
нильпотентна. 

Доказательство состоит в применении леммы Ô. 

Эта теорема имеет ряд важных следствий. 

Следствие 1. Всякая правоальтернативная конеч- 
номерная ниль-алгебра А над произвольным полем P 
является правонильпотентной. 

Доказательство. Пусть a€ А ип — индекс 
нильпотентности элемента а. Цепочка подпространств 


ААВ, >АВ» >... > АВи== (0) 


имеет длину не более размерности алгебры Á, и, следо- 
вательно, индексы нильпотентности всех элементов огра- 
ничены в совокупности числом 1 + dimo А. По теореме 4 
алгебра А локально г!-нильпотентна; в частнссти, базис 
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ее правонильпотентен, но это значит, что и алгебра сама 
правонильпотентна. 

Следствие 2. Всякая простая конечномерная пра- 
воальтернативная алгебра над полем является альтерна- 
тивной. 

Доказательство. В силу следствия 1 простая 
конечномерная правоальтернативная алгебра не может 
быть ниль-алгеброй. Следовательно, она не содержит ниль- 
идеалов и по упоминавшейся нами в $ 1 теореме Алберта 
является альтернативной. 

Естественно спросить, не будет ли всякая конечномер- 
ная правоальтернативная ниль-алгебра и нильпотентной? 
Оказывается, что не будет. Следующий пример пятимер- 
ной правонильпотентной, но не нильпотентной алгебры 
принадлежит Дорофееву [58]. Базис ее — {а, b, с, d, e}, 
а умножение задается таблицей (нулевые произведения 
базисных векторов опущены): 


аб = — фа = ae = —ea = db = —bd = —c, 


ас = d, bce = e. 


Утверждение следствия 1 можно усилить. Kak показал 
Шестаков, всякая правоальтернативная Ф-алгебра, конеч- 
нопорожденная как Ф-модуль с нильпотентными порож- 
дающими элементами, является правонильпотентной. 

Свойство локальной г!-нильпотентности изучал Михеев. 
Он доказал, что это свойство радикально в смысле Амицу- 
ра—Куроша и отлично от обычной локальной правониль- 
потентности, которая не является радикальным свойст- 
вом [151]. 


Упражнения 


1 (M n p m o B). Определим на неассоциативных словах CBO- 
бодной алгебры © [X] операцию ( ), которая стирает имею- 
щуюся на неассоциативном слове расстановку скобок и расставляет 
их вновь правонормированным образом. Например: (z ((х154) 25)) = 
= ((х311) z4) zə. По линейности распространим операцию и на MHO- 
гочлены. Пусть Твл есть Т-идеал многообразия правоальтерна- 
тивных алгебр. Доказать, что (TRA?) = (0), и тем самым показать, 
что операция ( ) корректно определена для свободной право- 
альтернативной алгебры ВА [X] = Ф [Х|ИТрвА. Доказать, что для 
любого ]-многочлена fE jpgalX] имеем f= (f). 
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2 (Михеев). Доказать, что для любых натуральных чисел 
п и t существует такое натуральное число М = М (n, t), что для 
любых М элементов ти р, Е {21, ..., Zn} = X валгебре 


правых умножений свободной правоальтернативной алгебры ВА [Х] 
имеет место равенство 


NeR, 
Re Re Е” В; (кВа... Ву, 


где jp (£) есть ]-многочлен степени > t. 

3 (Михеев). Если идеал Г и фактор-алгебра A/I право- 
альтернативной алгебры А локально г.-нильпотентны, то и А — 
локально г1-нильпотентная алгебра. Доказать это утверждение 
и вывести отсюда наличие в классе правоальтернативных алгебр 
локально г:-нильпотентного радикала. 

Указание. Используйте упражнения 1 и 2. 

4 (Скосырский). Доказать, что правоальтернативная 
алгебра А локально г!-нильпотентна тогда и только тогда, когда 
алгебра А+) локально нильпотентна. 

5. Доказать, что во всякой правоальтернативной алгебре спра- 
ведливы соотношения 


w (#Фу)’ = (шт) у’ + (шОу) z’ — {zwy}, 


шх’у’ + w (ху)’ = 
= 2 (шФх) у’ + 2 (шОФу) z + 260 (ту) — 4 (шут, 


где u’ — смайлиевское обозначение для оператора правого умно- 
жения Ru. 

6. Пусть А — правоальтернативная алгебра над кольцом Ф, 
содержащим 1/2, и пусть Ги — ее правый идеал, порожденный 
множеством (А“+))т, где степень понимается относительно опера- 
ции умножения алгебры А‘. Доказать, что для любых элементов 
Qi, Qo, аз, 4 Е А 


г E 2 
Гтазазазаа <= Im41- 


Указание. Используйте соотношения упражнения 5. 

7 (Скосырский). Правоальтернативная алгебра А над коль- 
om Ф, содержащим 1/2, правонильпотентна тогда и только тогда, 
когда присоединенная Йорданова алгебра AH нильпотентна. 

Указание. Воспользоваться предыдущим упражнением. 

8. Доказать, что если Г — идеал правоальтернативной алгебры 
А, то АГ — также идеал в А. 

9 (Слинько). Доказать, что лево- и правонильпотентная 
правоальтернативная алгебра нильпотентна. 

10. Доказать, что для всякого натурального числа k существует 
натуральное число h (п, k) такое, что в алгебре правых умножений 
свободной правоальтернативной алгебры ВА [z], ..., £| любое 
слово степени h (п, k) представляется в виде линейной комбинации 
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слов, каждое из которых содержит оператор Rux), где и (x) — одно- 
член степени > К. 

Указание. См. доказательство леммы 4.2. 

11 (Слинько). Всякая левонильпотентная правоальтерна- 
тивная алгебра с конечным числом порождающих нильпотентна. 

Указание. Воспользоваться упражнениями 8—10. 
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Алгебра — одна из наиболее 
подвижных частей математики. 
Последнее по счету крупное 
изменение ее структуры произо- 
шло в середине 20-го века, ког- 
да из чисто теоретической науки, 
снабжавшей идеями и методами 
более «прикладные» разделы 
математики, алгебра сама стала 
«прикладной» наукой, найдя не- 
посредственные контакты с об- 
ширной областью синтеза и ма- 
тематического обеспечения вы- 
числительной технини, с физикой 
и другими отраслями науки. Это 
послужило одним из стимулов K 
современному подъему алгебраи- 
ческих исследований, созданию 
новых алгебраических дисцип- 
лин и коренной перестройке 
ряда классических областей ал- 
гебры. 

В серии «Современная алгеб- 
ра» публикуются монографии, 
содержащие изложение совре- 
менного состояния новых или 
наиболее быстро меняющихся 
разделов алгебры и смежных 
областей математики. Особое 
внимание уделяется освещению 
нерешенных вопросов и перспек- 
тив развития соответствующих 
разделов науки. Как правило, 
монографии этой серии незави- 
симы друг от друга и рассчита- 
ны на квалифицированных чита- 
телей: научных работников, 
аспирантов и студентов стар- 
ших курсов университетов, за- 
нимающихся математикой и ма- 
тематическими вопросами дру- 
гих наук. 
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